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Si una cantidad no negativa fuera tan pequena
que resultara menor que cualquier otra dada, cier-
tamente no podria ser sino cero. A quienes pregun-
tan qué es una cantidad infinitamente pequena en
matematicas, nosotros respondemos que es, de he-
cho, cero. Asi pues, no hay tantos misterios ocultos
en este concepto como se suele creer. Esos supues-
tos misterios han convertido el calculo de lo infinita-
mente pequeno en algo sospechoso para mucha gente.
Las dudas que puedan quedar las resolveremos por
completo en las paginas siguientes, donde explicare-
mos este calculo.

LEONHARD EULER
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Introduccion

En el siglo XVII Newton y Leibniz descubren independientemente el andlisis
matemdatico o cdlculo infinitesimal, una potentisima herramienta que revolucioné
el tratamiento matematico de la fisica y la geometria, y que més tarde impreg-
naria las més diversas ramas de la matematica, como la estadistica o la teoria
de ntmeros.

Esencialmente, el calculo infinitesimal consistia por una parte en analizar
o descomponer la dependencia entre varias magnitudes estudiando el compor-
tamiento de unas al variar o diferenciar levemente otras (lo que constitufa el
cdlculo diferencial) y por otra parte en integrar los resultados diferenciales para
obtener de nuevo resultados globales sobre las magnitudes en consideracién (el
llamado cdlculo integral).

Es dificil que un lector que no tenga ya algunas nociones de célculo pueda
entender cabalmente el parrafo anterior, pero las nuevas ideas eran ain més
dificiles de entender de la pluma de sus descubridores. El primer libro de texto
que se publicé con el fin de explicarlas sisteméticamente fue el “Anélisis” del
marqués de I’Hopital. Veamos algunos pasajes:

La parte infinitamente pequena en que una cantidad variable es au-
mentada o disminuida de manera continua, se llama la diferencial
de esta cantidad.

Siguiendo la notacién leibniziana, L’Hopital explica que la letra d se usa para
representar uno de estos incrementos infinitamente pequenos de una magnitud,
de modo que dx representa un incremento diferencial de la variable z, etc.

En ningin momento se precisa qué debemos entender por un aumento infi-
nitamente pequeno de una cantidad, pero en compensacién se presentan varias
reglas para tratar con diferenciales. Por ejemplo:

Postilese que dos cantidades cuya diferencia es una cantidad infini-
tamente pequena pueden intercambiarse una por la otra; o bien (lo
que es lo mismo) que una cantidad que estd incrementada o dismi-
nuida solamente en una cantidad infinitamente menor, puede consi-
derarse que permanece constante.

Asi, por ejemplo, si analizamos el incremento infinitesimal que experimenta
un producto xy cuando incrementamos sus factores, obtenemos

d(zy) = (x + dx)(y + dy) — zy = xdy + ydz + dedy = x dy + y dz,

X



e Introduccién

donde hemos despreciado el infinitésimo doble dxdy porque es infinitamente
menor que los infinitésimos simples z dy e y dx.

Es facil imaginar que estos razonamientos infinitesimales despertaron sospe-
chas y polémicas. Baste citar el titulo del panfleto que en 1734 publicé el obispo
de Berkeley:

El analista, o discurso dirigido a un matemdtico infiel, donde se
examina si los objetos, principios e inferencias del andlisis moderno
estan formulados de manera mds clara, o deducidos de manera mds
evidente, que los misterios religiosos y los asuntos de la fe.

En esta fecha el calculo infinitesimal tenia ya mas de medio siglo de historia.
La razén por la que sobrevividé inmune a estas criticas y a la vaguedad de sus
fundamentos es que muchos de sus razonamientos infinitesimales terminaban en
afirmaciones que no involucraban infinitésimos en absoluto, y que eran confir-
mados por la fisica y la geometria. Por ejemplo, consideremos la circunferencia
formada por los puntos que satisfacen la ecuacién

Aplicando la regla del producto que hemos “demostrado” antes al caso en que
los dos factores son iguales obtenemos que dz? = 2x dx e igualmente seré dy? =
2y dy. Por otra parte, d25 = 0, pues al incrementar la variable x la constante
25 no se ve incrementada en absoluto. Si a esto afiadimos que la diferencial de
una suma es la suma de las diferenciales resulta la ecuacion diferencial

2z dx + 2ydy =0,

de donde a su vez
dy =
de  y’

Esto significa que si tomamos, por ejemplo, el punto (3,4) de la circun-
ferencia e incrementamos infinitesimalmente su coordenada x, la coordenada y
disminuird en 3/4 dz. Notemos que esto es falso para cualquier incremento finito
de la variable x, por pequeno que sea, pues si valiera para incrementos suficien-
temente pequenos resultaria que la circunferencia contendria un segmento de la

recta
3

y—4=—5—3)
lo cual no es el caso. Vemos que ésta se comporta igual que la circunferencia para
variaciones infinitesimales de sus variables alrededor del punto (3,4), aunque
difiere de ella para cualquier variacién finita. La interpretacién geométrica es
que se trata de la recta tangente a la circunferencia por el punto (3,4).

El argumento sera nebuloso y discutible, pero lo aplastante del caso es que
nos proporciona un método sencillo para calcular la tangente a una circunferen-
cia por uno cualquiera de sus puntos. De hecho el método se aplica a cualquier
curva que pueda expresarse mediante una férmula algebraica razonable, lo que
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supera con creces a las técnicas con las que contaba la geometria analitica antes
del céalculo infinitesimal.

A lo largo del siglo XIX la matematica emprendié un proceso de funda-
mentacion que terminé con una teoria formal donde todos los conceptos estan
perfectamente definidos a partir de unos conceptos bésicos, los cuales a su vez
estan completamente gobernados por unos axiomas precisos. Las ambigiiedades
del célculo infinitesimal fueron el motor principal de este proceso. En los anos
sesenta del siglo XX se descubrié que una delicada teoria légica, conocida como
andlisis no estdndar permite definir rigurosamente cantidades infinitesimales
con las que fundamentar el cdlculo a la manera de Leibniz y L’Hopital, pero no
es ése el camino habitual ni el que nosotros vamos a seguir. Lo normal es erra-
dicar los infinitésimos de la teoria, pero no asi el formalismo infinitesimal. En
ocasiones los simbolos dy, dx aparecen en ciertas definiciones “en bloque”, sin
que se les pueda atribuir un significado independiente, como cuando se define
la derivada de una funcién y = y(z) mediante

dy .. ylz+Azr) —y(x)
dx A.lglcgo Az '

De este modo, el cociente de diferenciales tiene el mismo significado que
para Leibniz, en el sentido de que al calcularlo obtenemos el mismo nimero o
la misma funcién que él obtenia, pero con la diferencia de que ya no se trata de
un cociente de diferenciales, no es un cociente de nada. La definicién anterior
nos permite hablar de dy/dz, pero no de dy o de dzx.

No obstante se puede ir més lejos y dar una definicién adecuada de dx y dy
de modo que se pueda probar la equivalencia

dy _

Dof@) = dy=f)dr,

Es algo parecido al paso de una relacién algebraica como zy? = z + 4y3,
donde z e y son, digamos, nimeros reales indeterminados, a la misma expresion
entendida como una igualdad de polinomios, donde ahora z e y son indetermina-
das en un sentido matemético muy preciso. Por ejemplo, segin una definicién
habitual del anillo de polinomios Rz,y], la indeterminada x es la aplicacién
de los pares de numeros naturales en R dada por z(1,0) = 1y z(i,5) = 0
para cualquier otro par, es decir, algo que en nada recuerda a “un ntimero real
indeterminado”.

Al introducir las formas diferenciales muchos libros modernos insisten en
recalcar que los objetos como dx son “puramente formales” —como las indeter-
minadas en un anillo de polinomios—, que no tienen un singificado intrinseco,
sino que simplemente son objetos disenados para que se comporten segtin ciertas
reglas que se adaptan a las propiedades de las derivadas e integrales. Llegan
incluso a perdir disculpas por lo excesivamente vacia y abstracta que resulta la
teoria en torno a ellos. Explican que, pese a ello, merece la pena el esfuerzo de
familiarizarse con ella porque al final se ve su gran (y sorprendente) utilidad.

En este libro insistiremos en todo momento en que las diferenciales tienen
un significado intrinseco muy concreto e intuitivo, y trataremos de evidenciarlo
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desde el primer momento, de modo que —sin desmerecer la profundidad de la
teoria— su utilidad y buen comportamiento no resulta sorprendente en absoluto.
Su interpretacién no serd, naturalmente la de incrementos infinitesimales, sino
la de aproximaciones lineales, aceptables —al menos— en los alrededores de los
puntos. Esta interpretacién los mantiene en todo momento muy cerca de los
hipotéticos infinitésimos en los que estdn inspirados.

Muchos libros de fisica contintian trabajando con razonamientos infinitesi-
males al estilo antiguo, los cuales les permiten llegar rdpidamente y con fluidez
a resultados importantes a cambio de sacrificar el rigor 16gico. Aqui adopta-
remos una posicién intermedia entre los dos extremos: seremos rigurosos, pero
no formalistas, daremos pruebas sin saltos 16gicos, pero llegaremos a resultados
enunciados de tal modo que resulten “transparentes” en la préactica, emulando
asi la fluidez de los razonamientos infinitesimales.

Hay un caso en que los razonamientos infinitesimales estan plenamente jus-
tificados, y es cuando se trata de motivar una definicién. Por ejemplo, a partir
de la ley de gravitacion de Newton para dos masas puntuales puede “deducirse”
que el campo gravitatorio generado por una distribucién continua de masa con-
tenida en un volumen V' con densidad p viene dado por

E(z) = —G/‘/ﬂ (x —y)dy.

lz —yl®

La deducciéon no puede considerarse una demostraciéon matematica, pues
la féormula anterior tiene el status légico de una definicién, luego es un sin-
sentido tratar de demostrarla. En todo caso se podria complicar la definicion
sustituyéndola por otra que mostrara claramente su conexiéon con las masas
puntuales y después probar que tal definicién es equivalente a la anterior. La
prueba se basaria en la posibilidad de aproximar integrales por sumas finitas
y con toda seguridad seria bastante prolija. Esta opcién seria absurda tanto
desde el punto de vista formal (jpara qué sustituir una definicién sencilla por
otra complicada?) como desde el punto de vista fisico (;para qué entrar en
disquisiciones e-d que acabardn donde todos sabemos que tienen que acabar?).
En cambio, un argumento en términos de infinitésimos convence a cualquiera
de que esta definicién es justamente la que tiene que ser.!

Del mismo modo podemos convencernos de que el potencial gravitatorio
determinado por una distribucién de masa p debe ser

V(z)=-G oY) dy.
v llz =yl
Ahora bien, de aceptar ambos hechos tendriamos como consecuencia la re-
lacién E = —VV, pues el potencial de un campo de fuerzas es por definicién
la funcién que cumple esto. Sin embargo esto ya no es una definicién, sino una
afirmacién sobre dos funciones que podria ser falsa en principio y que, por con-
siguiente, requiere una demostracién. Muchos libros de fisica dan por sentado

1A cualquiera menos a un formalista puro, quien no le encontrard sentido, pero es que,
como alguien dijo, “un formalista es alguien incapaz de entender algo a menos que carezca de
significado.”
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este hecho, incurriendo asi en una laguna légica que nosotros cubriremos. Asi
pues, cuando el lector encuentre en las paginas que siguen un razonamiento en
términos de diferenciales debera observar que o bien desemboca en una defi-
nicién o bien estd completamente avalado por teoremas previos que justifican
las manipulaciones de diferenciales.

Este libro ha sido escrito siguiendo cuatro guias principales:

e Presentar los resultados méas importantes del analisis matematico real.
Concretamente abordamos el cédlculo diferencial e integral de una y va-
rias variables reales, las ecuaciones diferenciales ordinarias y, aunque no
hay ningin capitulo dedicado especificamente a ellas, estudiamos varias
ecuaciones en derivadas parciales: la ecuacién de Lagrange, la de Poisson,
la ecuacién de ondas y las ecuaciones de Maxwell. También planteamos
la ecuacién del calor, si bien no entramos en su estudio. Aunque, como
ya hemos dicho, nos centramos en el andlisis real, estudiamos las series
de potencias complejas, introduciendo en particular la exponencial y las
funciones trigonométricas complejas, y a partir de la teoria de funciones
harmoénicas y el teorema de Stokes demostramos algunos de los resultados
fundamentales sobre las funciones holomorfas (esencialmente el teorema
de los residuos).

e Justificar todas las definiciones, sin caer en la falacia formalista de que
la légica nos da derecho a definir lo que queramos como queramos sin
tener que dar explicaciones. Pensemos, por ejemplo, en la definiciéon de
area de una superficie. Muchos libros se limitan a definirla mediante una
férmula en términos de expresiones coordenadas, sin mas justificacién que
la demostracién de su consistencia (de que no depende del sistema de
coordenadas elegido). Otros aceptan como “motivacién” el teorema de
cambio de variables, considerando que es natural tomar como definicién
de cambio de variables entre un abierto de R” y un abierto en una variedad
lo que entre dos abiertos de R™ es un teorema nada trivial. No podemos
resumir nuestro enfoque en pocas lineas, pero invitamos al lector a que
preste atencién a la justificacién de éste y muchos otros conceptos.

e Mostrar la fundamentacién del célculo infinitesimal clasico, en lugar de
sustituirlo por otro calculo moderno mucho mas rigido y abstracto. Por
ejemplo, a la hora de desarrollar una teoria de integraciéon potente es
imprescindible introducir la teoria de la medida abstracta y sus resultados
maés importantes. A ello dedicamos los capitulos VII y VIII, pero tras
ello, en el capitulo siguiente, envolvemos toda esta teoria abstracta en
otra mucho més elastica y natural, la teoria de formas diferenciales, que
requiere a la anterior como fundamento, pero que termina por ocultarla,
de modo que a partir de cierto punto es muy rara la ocasién en que se
hace necesario trabajar explicitamente con las medidas y sus propiedades.

e Mostrar la aplicacién y la utilidad de los resultados teéricos que presen-
tamos. Las primeras aplicaciones tienen que ver con la geometria, pero
paulatinamente van siendo desplazadas por aplicaciones a la fisica. En
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la medida de lo posible hemos evitado presentar las aplicaciones como
animales enjaulados en un zoolégico, es decir, desvinculadas de sus con-
textos naturales, de manera que den mas la impresién de anécdotas que
de verdaderos éxitos del cdlculo infinitesimal. En el caso de la fisica va-
mos introduciendo los conceptos fundamentales (velocidad, aceleracién,
fuerza, energfa, etc.) segin van siendo necesarios, de modo que de estas
péaginas podria extraerse una sucinta introduccién a la fisica. En lo to-
cante a la geometria, por los motivos explicados en el segundo punto nos
hemos restringido a trabajar con subvariedades de R", es decir, hemos evi-
tado la definicién abstracta de variedad para tener asi una interpretacion
natural de los espacios tangentes y su relacién con la variedad. En algu-
nos ejemplos concretos necesitamos que el lector esté familiarizado con la
geometria proyectiva, la teoria de las secciones cénicas y otros puntos de
la geometria pre-diferencial. Los hemos marcado con un asterisco. Nin-
guno de estos ejemplos es necesario para seguir el resto del libro. Uno de
ellos, el del plano proyectivo, lo usamos de forma no rigurosa para ilustrar
la necesidad de una definicién més general de variedad, mostrando que
muchos de los conceptos que definimos para una subvariedad de R? son
aplicables formalmente al caso del plano proyectivo, si bien la teoria de
que disponemos no nos permite justificar esta aplicacién.

De los puntos anteriores no debe leerse entre lineas una cierta aversion hacia
el analisis abstracto. Al contrario, creemos que este libro puede ser continuado
de forma natural en muchas direcciones: la teoria espectral, la teoria de distri-
buciones, el andlisis de Fourier, el calculo variacional, la teoria de funciones de
variable compleja, la geometria diferencial y la topologia general.

Por citar algunos ejemplos, nosotros probamos que el problema de Dirichlet
tiene solucién en una familia muy amplia de abiertos para unas condiciones de
frontera dadas, pero la resolucién explicita en casos concretos requiere de la
transformada de Fourier, que en general se aplica a muchas otras ecuaciones
en derivadas parciales. Por otra parte, la transformada de Fourier permite des-
componer una onda en su espectro continuo de frecuencias. Cuando se estudia
la solucién de la ecuacién de ondas en abiertos distintos de todo R? aparecen
las ondas estacionarias, que llevan al andlisis espectral y, en casos particulares,
a la teoria de series de Fourier o de las funciones de Bessel entre otras. Los
problemas de gravitacién o electromagnetismo que involucran masas y cargas
puntuales o corrientes eléctricas unidimensionales pueden unificarse con los pro-
blemas que suponen distribuciones continuas de masas, cargas y corrientes a
través de la teoria de distribuciones.

Tampoco nos gustaria que las comparaciones que hemos hecho con otros
libros se interpreten a modo de critica. Tan s6lo queremos hacer hincapié en que
nuestros objetivos son distintos a los de muchos otros libros. Somos conscientes
de que nuestro proposito de justificar las definiciones maés alld de una motivacion
mas o menos dudosa nos ha llevado a seguir caminos mucho mas profundos y
laboriosos que los habituales, por lo que, a pesar de su caracter autocontenido
en lo tocante a topologia y analisis, es muy dificil que este libro sea de utilidad
a un lector que no cuente ya con una cierta familiaridad con la materia. Por ello
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es obvio que un libro cuya finalidad principal sea didactica, o bien que quiera
profundizar méas que nosotros en fisica o geometria diferencial, debera pasar por
alto muchas sutilezas en las que nosotros nos hemos detenido.

Comentamos, para terminar, que al lector se le supone inicamente unos cier-
tos conocimientos de algebra, especialmente de algebra lineal, y algunas nociones
elementales de geometria (salvo para los ejemplos marcados con un asterisco).
Esporadicamente serdn necesarios conocimientos méas profundos, como para la
prueba de la trascendencia de e y m, sobre todo en la de 7, o al estudiar el
concepto de orientaciéon, donde para interpretar el signo del determinante de
una biyeccién afin usamos que el grupo especial lineal de R” estd generado por
las transvecciones. Ninguno de estos hechos se necesita después.






Capitulo I

Topologia

La topologia puede considerarse como la forma més abstracta de la geo-
metria. El concepto principal que puede definirse a partir de la estructura
topoldgica es el de aplicacién continua, que viene a ser una transformacion rea-
lizada sin cortes o saltos bruscos o, dicho de otro modo, que transforma puntos
préximos en puntos proximos. Los resultados topoldgicos son aplicables tanto a
la geometria propiamente dicha como a la descripcién de otros muchos objetos
mas cercanos a la teoria de conjuntos general, si bien aqui nos centraremos en
la vertiente geométrica. Al combinarla con el dlgebra obtendremos el célculo
diferencial, que constituye la herramienta més potente para el estudio de la
geometria.

1.1 Espacios topoldgicos

Segun acabamos de comentar, una aplicacién continua es una aplicacién que
transforma puntos préximos en puntos préximos. Nuestro objetivo ahora es
definir una estructura matematica en la que esta afirmacién pueda convertirse
en una definicién rigurosa. En primer lugar conviene reformularla asi: una apli-
cacién continua es una aplicacién que transforma los puntos de alrededor de un
punto dado en puntos de alrededor de su imagen. En efecto, si cortamos una cir-
cunferencia por un punto P para convertirla en un segmento, la transformacién
no es continua, pues los puntos de alrededor de P se transforman unos en los
puntos de un extremo del segmento y otros en los puntos del otro extremo, luego
no quedan todos alrededor del mismo punto. En cambio, podemos transformar
continuamente (aunque no biyectivamente) una circunferencia en un segmento
sin mas que aplastarla.

O—
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Una forma de dar rigor al concepto de “puntos de alrededor” de un punto
dado es a través de una distancia. Veremos que no es lo suficientemente general,
pero si muy representativa. La formalizacion algebraica de la geometria euclidea
se lleva a cabo a través de R™. Su estructura vectorial permite definir los puntos,
rectas, planos, etc. y a ésta hay que anadirle la estructura métrica derivada del

producto escalar:
n
Ty = Z TiYi-
i=1

A partir de él se definen los dos conceptos fundamentales de la geometria
métrica: la longitud de un vector y el angulo entre dos vectores. En efecto, la
longitud de un vector es la norma

n
ol = vz = | > a2,
i=1

y el angulo a que forman dos vectores no nulos z, y viene dado por

Ty
CoOS Q¥ = o

]yl
Estas estructuras son demasiado particulares y restrictivas desde el punto
de vista topoldgico. La medida de angulos es un sinsentido en topologia, y la de
longitudes tiene un interés secundario, pues no importan las medidas concretas
sino tan sélo la nociéon de proximidad. En primer lugar generalizaremos el
concepto de producto escalar para admitir como tal a cualquier aplicacién que
cumpla unas minimas propiedades:

Definicién 1.1 Usaremos la letra K para referirnos indistintamente al cuerpo
R de los nimeros reales o al cuerpo C de los niimeros complejos. Si a € K,
la notacién & representard al conjugado de « si K = C o simplemente & = «
si K =R. Si H es un K-espacio vectorial, un producto escalar en H es una
aplicacién - : H x H — K que cumple las propiedades siguientes:

3,) r-y=y-z,

b) (z+y) z=z-2+y-z,

)
¢) (ax) -y =a(z-y),
d)

z-x>0yx-x=0siysoélosiz=0,
para todo z, y, z € H y todo a € K.

Notar que a) y b) implican también la propiedad distributiva por la derecha:
z-(y+z)=z-y+z-z.

Un espacio prehilbertiano es un par (H,-), donde H es un K-espacio vectorial
y - es un producto escalar en H. En la préctica escribiremos simplemente H en
lugar de (H,-).

Si H es un espacio prehilbertiano, definimos su norma asociada como la
aplicacién || || : H — R dada por ||z|| = z - .
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Ejemplo Un producto escalar en el espacio K" viene dado por

Ty =T+ o+ Tafn

De este modo, ||z]| = /|z1]2 + - + |z ]2 "

Teorema 1.2 Sea H un espacio prehilbertiano y sean x, y € H. Entonces
a) (desigualdad de Schwarz) |z - y| < ||z ||ly]|-

b) (desigualdad triangular) ||z + y|| < ||z| + ||y]|.

DEMOSTRACION: a) Sean A = ||z||?, B = |z-y| y C = |y||*>. Existe un
nimero complejo « tal que |a| =1y a(y - z) = B. Para todo nimero real r se
cumple

0<(z—ray) (x—ray) =z -z —ray-z) —ralz-y) +r’y-y.

Notar que &(z -y) = B = B, luego A —2Br + Cr? > 0. Si C = 0 ha de
ser B = 0, o de lo contrario la desigualdad seria falsa para r grande. Si C' > 0
tomamos r = B/C'y obtenemos B? < AC.

b) Por el apartado anterior:

lo+yl* = (@+y) -@+y =z a+z-y+y a+y-y
1 + 2l gl + Iyl* = (2] + llyl)?.

IN

Notar que z - y + y -  es un numero real, luego
voyty-e<|zyty o <l|z-yl+ly-al
n

La norma permite definir una distancia entre puntos con la que formalizar
el concepto de proximidad que nos interesa, pero para ello no es necesario que
la norma provenga de un producto escalar. Conviene aislar las propiedades de
la norma que realmente nos hacen falta para admitir como tales a otras muchas
aplicaciones:

Definicién 1.3 Si E es un espacio vectorial sobre K, una norma en E es una
aplicacién || || : E — [0, +o0[ que cumpla las propiedades siguientes:

a) |lv|]| =0 siy sélosiv=0.
b) [lv +w|| < [[v]| + [wl.
¢) [lecwll = lel [o],

para v, w € F y todo a € K.
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Un espacio normado es un par (E, || ||) en estas condiciones. En la préctica
escribiremos F, sin indicar explicitamente la norma.

Es inmediato comprobar que la norma de un espacio prehilbertiano es una
norma en el sentido general de la definicién anterior. En particular K™ es un
espacio normado con la norma del ejemplo anterior, que recibe el nombre de
norma euclidea. El teorema siguiente nos da otras dos normas alternativas. La
prueba es elemental.

Teorema 1.4 K" es un espacio normado con cualquiera de estas normas:

n
Izl =D faal, ol =
i=1

n
Z zil?, [|%]oo = méx{|z;| | i=1,...,n}.
i=1

Notar que para n = 1 las tres normas coinciden con el valor absoluto. El
hecho de que estas tres aplicaciones sean normas permite obtener un resultado
mas general:

Teorema 1.5 Sean E1, ..., E, espacios normados. Entonces las aplicaciones
siguientes son normas en B =FE1 X --- X E,.

n n
lzlly =D llwill, Nellz = | D lwill? el = méx{ el [ i =1,...,n}.
=1 i=1

Ademds se cumplen las relaciones: ||zl < ||2]2 < 2] < n||%co-

DEMOSTRACION: Tenemos ||z|l; = ||([|z1]l,---,|lzall)|l: para i = 1,2, c0.
Usando el teorema anterior se ve inmediatamente que son normas.

[2lloo = Vl2l13% <

n n
Yol =llzlle < (| D Il +2 ) llwill ol
i=1 i=1

i<J

n
=l <Y 2o = nllz] .
=1

Notemos también que las normas del teorema 1.4 coinciden con las construi-
das mediante este ultimo teorema a partir del valor absoluto en K.

Ejercicio: Probar que en un espacio normado se cumple “|:r|| — ||y||| <z =yl

Como ya hemos comentado, desde un punto de vista topologico el tnico
interés de las normas es que permiten definir la distancia entre dos puntos como
d(z,y) = ||z — y||. Sin embargo, a efectos topolégicos no es necesario que una
distancia esté definida de este modo.
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Definicién 1.6 Una distancia o métrica en un conjunto M es una aplicacion
d: M x M — [0,+00[ que cumpla las propiedades siguientes

a) d(z,y) =0siy sélosix=y,

b) d(z,y) = d(y, =),

¢) d(z,2) <d(z,y) +d(y, 2),
para todos los z, y, z € M.

Un espacio métrico es un par (M,d) donde M es un conjunto y d una dis-
tancia en M. Como en el caso de espacios normados escribiremos M en lugar
de (M,d).

Todo espacio normado E es un espacio métrico con la distancia definida
por d(z,y) = ||z — y||. Las propiedades de la definicién de norma implican
inmediatamente las de la definicién de distancia. En particular en K™ tenemos
definidas tres distancias:

dl(x7y):Z|xi_yi|? dQ(xay):
i=1

doo(z,y) = max{|z; —yi| |1 <i < n}.

Mas en general, estas formulas permiten definir distancias en cualquier pro-
ducto finito de espacios métricos. La prueba del teorema siguiente es muy
sencilla a partir de los teoremas 1.4 y 1.5.

Teorema 1.7 Sean My, ..., M, espacios métricos. Sea M = My X -+ X M,.

Entonces las aplicaciones dy, da, doo : M x M — [0, +00[ definidas como sigue
son distancias en M :

dl('ray) = Zd(xiayi)a
i=1

dQ(Iay) = Zd(xlayv)v
i=1

Ademds se cumplen las relaciones doo (z,y) < do(z,y) < di(2,y) < nds(z,y).

Definicién 1.8 Sea M un espacio métrico, x € M y ¢ > 0 (en estos casos
sobreentenderemos € € R). Definimos

B(z) = {ye M |d(z,y) <e} (Bolaabierta de centro = y radio ¢).
{y € M | d(xz,y) <e} (Bola cerrada de centro x y radio €).

%

—
8

S~—"
|
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La figura muestra las bolas de centro (0,0) y radio 1 para las tres métricas
que hemos definido en R2.

Las bolas con otros centros son trasladadas de éstas, y las bolas de otros
radios son homotéticas. Las bolas abiertas se diferencian de las cerradas en que
las primeras no contienen los puntos del borde. El interés de las bolas reside
en que una bola de centro un punto P contiene todos los puntos de alrededor
de P, por pequeno que sea su radio. Observar que el concepto de “puntos de
alrededor” es un tanto escurridizo: Segun lo que acabamos de decir, ningiun
punto en particular (distinto de P) estd alrededor de P, pues siempre podemos
tomar una bola suficientemente pequena como para que deje fuera a dicho punto.
Esto significa que no podemos dar sentido a la afirmacién “@Q es un punto de
alrededor de P”, pero lo importante es que si tiene sentido decir “El conjunto A
contiene a todos los puntos de alrededor de P”. Esto sucede cuando A contiene
una bola cualquiera de centro P, y entonces diremos que A es un entorno de P.
Aunque el concepto de entorno podria tomarse como concepto topoldgico basico,
lo cierto es que es méas céomodo partir de un concepto “mas regular”: diremos
que un conjunto es abierto si es un entorno de todos sus puntos. Los conjuntos
abiertos tienen las propiedades que recoge la definicion siguiente:

Definicion 1.9 Una topologia en un conjunto X es una familia 7 de subconjun-
tos de X a cuyos elementos llamaremos abiertos, tal que cumpla las propiedades
siguientes:

a) @y X son abiertos.
b) La unién de cualquier familia de abiertos es un abierto.
¢) La interseccién de dos abiertos es un abierto.

Un espacio topoldgico es un par (X,T), donde X es un conjunto y T es una
topologia en X. En la prictica escribiremos simplemente X en lugar de (X, 7).

Sea M un espacio métrico. Diremos que un conjunto G C M es abierto si
para todo x € G existe un € > 0 tal que B.(x) C M. Es inmediato comprobar
que los conjuntos abiertos asi definidos forman una topologia en M, a la que
llamaremos topologia inducida por la métrica. En lo sucesivo consideraremos
siempre a los espacios métricos como espacios topoldgicos con esta topologia.

En el parrafo previo a la definicién de topologia hemos definido “abierto”
como un conjunto que es entorno de todos sus puntos. Puesto que formalmente
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hemos definido los espacios topoldgicos a partir del concepto de abierto, ahora
hemos de definir el concepto de entorno.

Si X es un espacio topoldgico, U C X y x € U, diremos que U es un entorno
de z si existe un abierto G tal que x € G C U.

Es inmediato comprobar que en un espacio métrico U es entorno de z si y
sélo si existe un € > 0 tal que B.(z) C U, es decir, si y sélo si U contiene a
todos los puntos de alrededor de z, tal y como habiamos afirmado.

Ejemplo El intervalo I = [0, 1], visto como subconjunto de R, es entorno de
todos sus puntos excepto de sus extremos 0 y 1, pues si 0 < =z < 1 siempre
podemos tomar € = min{x,1 — x} y entonces Bc(z) = Jx —e¢,x+¢[ C I. En
cambio, I no contiene todos los puntos de alrededor de 1, pues toda bola de
centro 1 contiene puntos a la derecha de 1 y ninguno de ellos estd en I. El caso
del 0 es similar. En particular I no es abierto. n

El teorema siguiente recoge las propiedades bésicas de los entornos. La
prueba es inmediata.

Teorema 1.10 Sea X un espacio topolégico, x € X y E, la familia de todos
los entornos de x.

a) Un conjunto G C X es abierto si y sdlo si es un entorno de todos sus puntos.
bl) X € E,.
b2) SiU €€ E, yUCV CX entonces V € E,.

b3) SiU,V € E, entoncesUNV € E,.

Puesto que los abiertos pueden definirse a partir de los entornos, es obvio que
si dos topologias sobre un mismo conjunto tienen los mismos entornos entonces
son iguales. Las desigualdades del teorema 1.7 implican que una bola para
una de las tres distancias definidas en el producto M contiene otra bola del
mismo centro para cualquiera de las otras distancias. De aqui se sigue que
un subconjunto de M es entorno de un punto para una distancia si y sélo
si lo es para las demads, y de aqui a su vez que las tres distancias definen la
misma topologia en el producto. En particular, las tres distancias que tenemos
definidas sobre K™ definen la misma topologia, a la que llamaremos topologia
usual o topologia euclidea en K.

Esta es una primera muestra del cardcter auxiliar de las distancias en topo-
logia. Cuando queramos probar un resultado puramente topoldgico sobre R™
podremos apoyarnos en la distancia que resulte més conveniente, sin que ello su-
ponga una pérdida de generalidad. La distancia ds es la distancia euclidea y por
lo tanto la mas natural desde un punto de vista geométrico, pero las distancias
d1 y ds son formalmente mas sencillas y a menudo resultan méas adecuadas.
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Ejemplo Es ficil definir una distancia en K" que induzca una topologia dis-
tinta de la usual. De hecho, si X es un conjunto cualquiera podemos considerar
la distancia d : X x X — R dada por

1 six ,
d(x,y):{ 0 sizigzj

Es facil ver que efectivamente es una distancia y para todo punto x se cumple
que Bi(z) = {z}, luego {z} es un entorno de z, luego es un abierto y, como
toda unién de abiertos es abierta, de hecho todo subconjunto de X es abierto.
La métrica d recibe el nombre de métrica discreta y la topologia que induce es
la topologia discreta. Un espacio topolégico cuya topologia sea la discreta es un
espacio discreto.

En un espacio discreto un punto no tiene méas punto a su alrededor que él
mismo. Esta topologia es la mas adecuada para conjuntos como N o Z, pues,
efectivamente, un nimero entero no tiene alrededor a ningin otro. L]

Las bolas abiertas de un espacio métrico son abiertas. Esto es facil de ver
intuitivamente, pero el mero hecho de que las hayamos llamado asi no justifica
que lo sean:

Teorema 1.11 Las bolas abiertas de un espacio métrico son conjuntos abiertos.

DEMOSTRACION: Sea B.(z) una bola abierta y sea y € B.(z). Entonces
d(z,y) < e Sea0 < < e—d(x,y). Basta probar que Bs(y) C Be(x). Ahora
bien, si z € Bs(y), entonces d(z,z) < d(z,y) + d(y,z) < § + d(z,y) < €, luego
en efecto z € Bs(y). "

1.2 Bases y subbases

Hemos visto que la topologia en un espacio métrico se define a partir de las
bolas abiertas. El concepto de “bola abierta” no tiene sentido en un espacio
topoldgico arbitrario en el que no tengamos dada una distancia, sin embargo
hay otras familias de conjuntos que pueden representar un papel similar.

Definicién 1.12 Sea X un espacio topolégico. Diremos que una familia B de
abiertos de X (a los que llamaremos abiertos bdsicos) es una base de X si para
todo abierto G de X y todo punto x € G existe un abierto B € B tal que
r € BCAG.

Si z € X diremos que una familia E de entornos (abiertos) de = (a los que
llamaremos entornos bdsicos de x) es una base de entornos (abiertos) de x si
todo entorno de x contiene un elemento de E.

En estos términos la propia definicién de los abiertos métricos (junto con el
hecho de que las bolas abiertas son realmente conjuntos abiertos) prueba que
las bolas abiertas son una base de la topologia métrica, y también es claro que
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las bolas abiertas de centro un punto x forman una base de entornos abiertos
de x. Pero estos conceptos son mucho mas generales. Pensemos por ejemplo que
otras bases de un espacio métrico son las bolas abiertas de radio menor que 1, las
bolas abiertas de radio racional, etc. Cualquier base determina completamente
la topologia y en cada ocasién puede convenir trabajar con una base distinta.

Teorema 1.13 Sea X un espacio topoldgico.

a) Una familia de abiertos B es una base de X siy sélo si todo abierto de X
es union de abiertos de B.

b) Si B es una base de X y x € X entonces B, = {B € B | x € B} es una
base de entornos abiertos de X.

¢) Si para cada punto x € X el conjunto E,, es una base de entornos abiertos

de x entonces B = |J E, es una base de X.
zeX

DEMOSTRACION: a) Si B es una base de X y G es un abierto es claro que
G es la union de todos los abiertos de B contenidos en G, pues una inclusién es
obvia y si € (G existe un B € B tal que x € B C G, luego x estd en la unién
considerada. El reciproco es obvio.

b) Los elementos de B, son obviamente entornos de z y si U es un entorno
de x entonces existe un abierto G tal que x € G CU, y a su vez existe B € B
tal que z € B C G, luego B € B, y B C U. Esto prueba que B, es una base
de entornos abiertos de x.

¢) Si G es un abierto de X y « € G, entonces G es un entorno de z, luego
existe un entorno bésico B € E, tal que x € B C G y ciertamente B € B. Como
ademas los elementos de B son abiertos, tenemos que B es una base de X. =

Una forma habitual de definir una topologia en un conjunto es especificar una
base o una base de entornos abiertos de cada punto. Por ejemplo, la topologia
métrica puede definirse como la topologia que tiene por base a las bolas abiertas
o como base de entornos de cada punto x a las bolas abiertas de centro x. No
obstante, para que una familia de conjuntos pueda ser base de una topologia
ha de cumplir unas propiedades muy simples que es necesario comprobar. El
teorema siguiente da cuenta de ellas.

Teorema 1.14 Sea X un conjunto y B una familia de subconjuntos de X que
cumpla las propiedades siguientes:

a) X= B,
BEB

b) SiU,VeByxeUNV entonces existe W € B tal quex e W CUNV.

Entonces existe una unica topologia en X para la cual B es una base.

DEMOSTRACION: Definimos los abiertos de X como las uniones de elementos
de B. Basta comprobar que estos abiertos forman realmente una topologia, pues
ciertamente en tal caso B serd una base y la topologia serd tunica.
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El conjunto vacio es abierto trivialmente (o si se prefiere, por definicién). El
conjunto X es abierto por la propiedad a).

La unién de abiertos es obviamente abierta (una unién de uniones de ele-
mentos de B es al fin y al cabo una unién de elementos de B).

Sean G y G2 abiertos y supongamos que z € G1NG3. Como (1 es union de
elementos de B existe un U € B tal que x € U C G1. Similarmente x € V C Gq
con V' € B. Por la propiedad b) existe W € Btalquexz € W C UNV C G1NGs.
Asi pues, x estd en la unién de los conjuntos W € B tales que W C G1 NGa, y
la otra inclusion es obvia, luego G; N G2 es union de elementos de B. [

El teorema siguiente nos da las condiciones que hemos de comprobar para
definir una topologia a partir de una familia de bases de entornos abiertos.

Teorema 1.15 Sea X un conjunto y para cada x € X sea B, una familia no
vacia de subconjuntos de X tal que:

a) SiU € B,, entonces x € U.
b) SiU,V € B,, existe un W € B, tal que W CUNV.
c) SizeUce€B,, existeunV € B, tal que VC U.

Entonces existe una unica topologia para la cual cada B, es una base de entornos
abiertos de x.

DEMOSTRACION: Sea B = |J B,. Veamos que B cumple las condiciones
zeX
del teorema anterior para ser base de una topologia en X. Por la condicién 1

tenemos que X = (J B.
BeB
SiU,VeByxecUNV,entonces U € B, y V € B, para ciertos y, 2.

Existen U’, V' € B, tales que U’ C U y V' C V (por la condicién c¢). Existe
W e B, tal que W C U' NV’ (por la condicién b). Asi z € W C UNV con
W e B.

Por lo tanto B es la base de una topologia en X y cada B, es la base de
entornos de = determinada por el teorema 1.13.

Las bases de entornos determinan los entornos y por tanto la topologia, es
decir, se da la unicidad. L]

Ejemplo Como aplicaciéon de este teorema vamos a convertir en espacio to-
poldgico al conjunto R = R U {—o0, +00}. Para ello definimos como base de
entornos abiertos de cada nimero real x al conjunto los entornos abiertos de x
en R con la topologia usual, la base de entornos abiertos de +oo estd formada
por los intervalos ]x, +00], donde z varfa en R, y la base de entornos abiertos
de —oc la forman los intervalos [—oo, [, donde x varfa en R. Con esto estamos
diciendo que un conjunto contiene a los alrededores de 400 si contiene a todos
los nimeros reales a partir de uno dado, y analogamente para —oo.

Es facil comprobar que las familias consideradas cumplen las propiedades
del teorema anterior, luego definen una topologia en R.
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Teniendo en cuenta que hemos definido los entornos abiertos de los niimeros
reales como los entornos abiertos que ya tienen en la topologia usual, es inme-
diato que un subconjunto de R es abierto en la topologia usual de R si y solo si
lo es en la topologia que hemos definido en R. [

Hay un concepto andlogo a los de base y base de entornos que es menos
intuitivo, pero mucho més practico a la hora de definir topologias. Se trata del
concepto de subbase:

Definicién 1.16 Sea X un espacio topolégico. Una familia de abiertos S es

una subbase de X si las intersecciones finitas de elementos de S forman una base
de X.

Por ejemplo, es facil ver que los intervalos abiertos |a, b[ forman una base de
R (son las bolas abiertas). Por consiguiente, los intervalos de la forma ]—oo, af
y ]a, +oo[ forman una subbase de R, pues son abiertos y entre sus interseccio-
nes finitas se encuentran todos los intervalos ]a, b[ (notar ademéds que cualquier
familia de abiertos que contenga a una base es una base).

La ventaja de las subbases consiste en que una familia no ha de cumplir
ninguna propiedad en especial para ser subbase de una topologia:

Teorema 1.17 Sea X un conjunto y S una familia de subconjuntos de X.
Entonces existe una unica topologia en X de la cual S es subbase.

DEMOSTRACION: Sea B la familia de las intersecciones finitas de elementos

de S. Entonces X = (| G € B y obviamente la interseccién de dos intersec-
Geo
ciones finitas de elementos de S es una interseccién finita de elementos de S;

luego si U, V € B también U NV € B, de donde se sigue que B es la base de
una topologia en X, de la cual S es subbase. Claramente es tnica, pues B es
base de cualquier topologia de la que S sea subbase. L]

1.3 Productos y subespacios

Hemos visto que el producto de una familia finita de espacios métricos es
de nuevo un espacio métrico de forma natural (o mejor dicho, de tres formas
distintas pero equivalentes desde un punto de vista topolégico). Ahora veremos
que la topologia del producto se puede definir directamente a partir de las
topologias de los factores sin necesidad de considerar las distancias. Més aun,
podemos definir el producto de cualquier familia de espacios topoldgicos, no
necesariamente finita.

Definicién 1.18 Sean {X;};c; espacios topoldgicos. Consideremos su pro-

ducto cartesiano X = [[ X; y las proyecciones p; : X — X, que asignan
icl

a cada punto su coordenada i-ésima. Llamaremos topologia producto en X a la

que tiene por subbase a los conjuntos p[l [G], donde i € T y G es abierto en X;.
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Una base de la topologia producto la forman los conjuntos de la forma
N p; '[Gi], donde F es un subconjunto finito de I y G; es abierto en X;.
ieF
Equivalentemente, la base esta formada por los conjuntos [[ G;, donde cada
iel
G; es abierto en X; y G; = X, salvo para un numero finito de indices. Al

conjunto de estos indices se le llama soporte del abierto basico [] G;.
iel
Si el nimero de factores es finito la restriccion se vuelve vacia, de modo que
un abierto basico en un producto Xj X --- x X,, es simplemente un conjunto de

la forma G; X - -+ X G, donde cada G; es abierto en X;.

En lo sucesivo “casi todo i’ querrd decir “todo indice ¢ salvo un nimero
finito de ellos”.

Teorema 1.19 Sean {X;}ier espacios topoldgicos, para cada i sea B; una base
de X;. Entonces los conjuntos de la forma G;, donde cada G; estd en B; o es
X (y casi todos son X;) forman una base de [] X;.
i€l

DEMOSTRACION: Consideremos la topologia T en el producto que tiene por
subbase a los conjuntos p; ! [G;] con G; en B;. Como ciertamente estos conjuntos
son abiertos para la topologia producto, tenemos que todo abierto de T lo es
de la topologia producto. Reciprocamente, un abierto subbésico de la topologia
producto es p;l[Gi], con G; abierto en X;. Entonces G, = |J B, donde cada

BeA;
A; es un subconjunto de B,;. Por lo tanto p; '[G;] = |J p;'[B] es abierto
BEA,;
de T. Por consiguiente todo abierto de la topologia producto lo es de T y asi
ambas topologias coinciden. n

En lo sucesivo, a pesar de que en el producto se puedan considerar otras
bases, cuando digamos “abiertos basicos” nos referiremos a los abiertos indicados
en el teorema anterior tomando como bases de los factores las propias topologias
salvo que se esté considerando alguna base en concreto.

Tal y como anuncidbamos, el producto de espacios topolégicos generaliza al
producto de espacios métricos (o de espacios normados). El teorema siguiente
lo prueba.

Teorema 1.20 Si My, ..., M, son espacios métricos, entonces la topologia in-
ducida por las métricas de 1.7 en M = My X --- x M, es la topologia producto.

DEMOSTRACION: Como las tres métricas inducen la misma topologia sélo
es necesario considerar una de ellas, pero para la métrica do, se cumple B,(z) =
B(x1) %+ - -X Be(xy,), luego la base inducida por la métrica es base de la topologfa
producto. L]

La definicién de topologia producto es sin duda razonable para un numero
finito de factores. Sin embargo cuando tenemos infinitos factores hemos exigido
una condiciéon de finitud que no hemos justificado. En principio podriamos

considerar en ] X; la topologia que tiene por base a los productos [[ G; con G;
icl icl
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abierto en X; (sin ninguna restriccién de finitud). Ciertamente estos conjuntos
son base de una topologia a la que se le llama topologia de cajas, y el teorema
siguiente muestra que no coincide con la topologia producto que hemos definido.
La topologia producto resulta ser mucho mas 1til que la topologia de cajas.

Teorema 1.21 Sea {X;};,cr una familia de espacios topoldgicos. Los tnicos

abiertos en [[ X; de la forma [[ G; # @ son los abiertos bdsicos, es decir, los
il i€l
que ademds cumplen que cada G; es abierto y G; = X; para casi todo i.

DEMOSTRACION: Supongamos que [][ G; es un abierto no vacio. Con-

i€l
sideremos un punto z € [] G;. Existird un abierto bdsico [[ H; tal que
i€l iel
x € [[ H; C ] Gs, luego para cada indice i se cumplird x; € H; C G;, y como

i€l i€l
casi todo H; es igual a X;, tenemos que G; = X; para casi todo i. Ademds tene-
mos que G; es un entorno de x;, pero dado cualquier elemento a € G; siempre
podemos formar un z € [] G; tal que x; = a, luego en realidad tenemos que G;
i€l
es un entorno de todos sus puntos, o sea, es abierto. m
Nos ocupamos ahora de los subespacios de un espacio topolégico. Es evidente
que todo subconjunto NV de un espacio métrico M es también un espacio métrico
con la misma distancia restringida a N x N. Por lo tanto tenemos una topologia
en M y otra en N. Vamos a ver que podemos obtener la topologia de N
directamente a partir de la de M, sin pasar por la métrica.

Teorema 1.22 Sea X un espacio topoldgico (con topologia T) y A C X. De-
finimos T4 = {GNA | G € T}. Entonces Ta es una topologia en A llamada
topologia relativa a X (o topologia inducida por X) en A. En lo sucesivo so-
breentenderemos siempre que la topologia de un subconjunto de un espacio X es
la topologia relativa.

DEMOSTRACION: A=XNAEC€ Ty, 0=0NAET,.

Sea C C T4. Paracada G € CseaUs ={U € T|UNA=G} # Oy sea
Ve la unioén de todos los abiertos de Ug.

De este modo Vg es un abiertoen X y Vo N A =G.

U= wena, vy [JVeeT, luegoGeTa.
GeC GeC GeC

SiU, VeTyyU=UNAyV =V"NnAcon U, V' € T. Entonces
UNV =0 NV NA€ Ty, pues U NV € T. Asi T4 es una topologia en A.

Ejemplo Consideremos I = [0,1] C R. Resulta que ]1/2,1] es abierto en I,
pues ]1/2,1] =11/2,2[N 1 y ]1/2,2] es abierto en R. Sin embargo ]1/2, 1] no es
abierto en R porque no es entorno de 1. Intuitivamente, ]1/2,1] no contiene a
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todos los puntos de alrededor de 1 en R (faltan los que estén a la derecha de 1),
pero si contiene a todos los puntos de alrededor de 1 en 1. L]

La relacién entre espacios y subespacios viene perfilada por los teoremas
siguientes. El primero garantiza que la topologia relativa no depende del espacio
desde el que relativicemos.

Teorema 1.23 Si X es un espacio topoldgico (con topologia T) y A C B C X,
entonces Ta = (Tp)a-

DEMOSTRACION: Si U es abierto en T4, entonces U = VN AconV € 7T,
luego VNBeTpyU=VNA=(VNB)NAe (Tg)a.

SiU € (Tp)a, entonces U = VN AconV € Tg, luego V=W N B con
W eT. Asipues, U=WNBNA=WnNAETy. Por lo tanto T4 = (Tg)a.

Teorema 1.24 Si B es una base de un espacio X y A C X, entonces el con-
junto {BN A | B € B} es una base de A.

DEMOSTRACION: Sea U un abierto en A y x € U. Existe un V abierto
en X tal que U = VN A Existe un B € B tal que z € B C V, luego
re€ BNACVNA=U. Por lo tanto la familia referida es base de A. n

Similarmente se demuestra:
Teorema 1.25 St B, es una base de entornos (abiertos) de un punto x de un

espacio X yx € A C X, entonces {BNA | B € B,} es una base de entornos
(abiertos) de x en A.

Teorema 1.26 Sea M un espacio métrico y sea A C M. Entonces d' = d|axa
es una distancia en A y la topologia que induce es la topologia relativa.

DEMOSTRACION: Una base para la topologia inducida por la métrica de A
seria la formada por las bolas

BY(z)={ac A|d(z,a) < e} ={ae X |d(x,a) <e}NA=Bz)N A,

pero éstas son una base para la topologia relativa por el teorema 1.24. L]

Teorema 1.27 Sea {X;}ic; una familia de espacios topoldgicos y para cada i

sea Y; C X;. Entonces la topologia inducida en []Y; por [] X; es la misma
iel i€l

que la topologia producto de los {Y;}icr.

(La base obtenida por el teorema 1.24 a partir de la base usual de la topologia
producto es claramente la base usual de la topologia producto.)

Ejercicio: Probar que la topologfa que hemos definido en R induce en R la topologia
euclidea.
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1.4 Algunos conceptos topolégicos

Dedicamos esta seccién a desarrollar el lenguaje topoldgico, es decir, a intro-
ducir las caracteristicas de un espacio y sus subconjuntos que pueden definirse
a partir de su topologia. Hasta ahora hemos visto inicamente los conceptos de
abierto y entorno. Otro concepto importante es el dual conjuntista de “abierto”:

Definicién 1.28 Diremos que un subconjunto de un espacio topoldgico es ce-
rrado si su complementario es abierto.

Por ejemplo, un semiplano (sin su recta frontera) es un conjunto abierto,
mientras que un semiplano con su frontera es cerrado, pues su complementario
es el semiplano opuesto sin su borde, luego es abierto. Pronto veremos que la
diferencia entre los conjuntos abiertos y los cerrados es precisamente que los
primeros no contienen a los puntos de su borde y los segundos contienen todos
los puntos de su borde. En importante notar que un conjunto no tiene por qué
ser ni abierto ni cerrado. Baste pensar en el intervalo [0, 1[.

Ejercicio: Sea X = [0,1]U]3,4]. Probar que ]3,4] es a la vez abierto y cerrado en X.

Las propiedades de los cerrados se deducen inmediatamente de las de los
abiertos:

Teorema 1.29 Sea X un espacio topoldgico. Entonces:
a) @ y X son cerrados.
b) La interseccion de cualquier familia de cerrados es un cerrado.

¢) La unidn de dos cerrados es un cerrado.

Puesto que la uniéon de abiertos es abierta, al unir todos los abiertos con-
tenidos en un conjunto dado obtenemos el mayor abierto contenido en él. Si-
milarmente, al intersecar todos los cerrados que contienen a un conjunto dado
obtenemos el menor cerrado que lo contiene:

Definicién 1.30 Sea X un espacio topoldgico. Llamaremos interior de un
conjunto A C X al mayor abierto contenido en A. Lo representaremos por

o
int A o A. Llamaremos clausura de A al menor cerrado que contiene a A. Lo

representaremos por cl 4 o A. Los puntos de A se llaman puntos interiores de
A, mientras que los de A se llaman puntos adherentes de A.

Asi pues, para todo conjunto A tenemos que AC AcC A El concepto de
punto interior es claro: un punto x es interior a un conjunto A si y sélo si A es
un entorno de z. Por ejemplo, en un semiplano cerrado, los puntos interiores
son los que no estan en el borde. El teorema siguiente nos caracteriza los puntos
adherentes.

Teorema 1.31 Sea X wun espacio topoldgico y A un subconjunto de X. Un
punto x es adherente a A si y sdlo si todo entorno de x corta a A.
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DEMOSTRACION: Supongamos que z es adherente a A. Sea U un entorno
de z. Existe un abierto G tal que z € G C U. Basta probar que G N A # &.
Ahora bien, en caso contrario X \ G serfa un cerrado que contiene a A, luego
A C X\ G, mientras que x € ANG.

Reciprocamente, si = tiene esta propiedad entonces z € A, ya que de lo
contrario X \ A serfa un entorno de x que no corta a A. "

Vemos, pues, que, como su nombre indica, los puntos adherentes a un con-
junto A son los que “estdn pegados” a A, en el sentido de que tienen alrededor
puntos de A. Por ejemplo, es facil ver que los puntos adherentes a un semi-
plano abierto son sus propios puntos mas los de su borde. Veamos ahora que el
concepto de borde corresponde a una nocién topoldgica general:

Definicién 1.32 Sea X un espacio topolégico y A C X. Llamaremos frontera
de A al conjunto 0A = AN X \ A.

Asi, los puntos frontera de un conjunto son aquellos que tienen alrededor
puntos que estén en A y puntos que no estdn en A. Esto es claramente una
definicién general del “borde” de un conjunto. Por ejemplo, la frontera de un
tridngulo la forman los puntos de sus lados.

Teorema 1.33 Sea X un espacio topologico. Se cumple:
a) Si A C X entonces AC AcC A, ademds A es abierto y A es cerrado.

b) Si AC BCX y A es abierto entonces A CB.

¢) SiAC BCX yB es cerrado entonces A C B.

d) Si AC B C X entonces ACB yACB.

e) Si A, B C X, entoncesint(ANB)=int ANint B, AUB = AU B.
f) AC X es abierto si y sdlo si A :/i, y es cerrado si y sélo si A= A.

g) Si AC B C X, entonces a° :ZXQB.
h) Si AC X, entoncesint (X \ A) =X \clA ycl(X\A4)=X\int A.

DEMOSTRACION: Muchas de estas propiedades son inmediatas. Probaremos
sélo algunas.

5) Claramente AU B C AU B, y el segundo conjunto es cerrado, luego
AUB c AU B. Por otra parte es claro que A C AUB y B C AU B, luego
tenemos la otra inclusién. La prueba con interiores es idéntica.

7) Observemos en primer lugar que los cerrados de B son exactamente las
intersecciones con B de los cerrados de X. En efecto, si C es cerrado en X
entonces X \ C es abierto en X, luego BN (X \ C) = B\ C es abierto en B,
luego B\ (B\ C) = BN C es cerrado en B. El reciproco es similar.
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Por definicién, ZX es la interseccién de todos los cerrados en X que contienen
a A, luego A% N B es la interseccion de todas las intersecciones con B de los
cerrados en X que contienen a A, pero estos son precisamente los cerrados de

. —X —B

B que contienen a A, o sea, A~ N B es exactamente A .

8) Tenemos que A C cl A, luego X \ clA C X \ A y el primero es abierto,
luego X \ cl A Cint (X \ A).

Por otra parte int (X \ A) C X \ 4, luego A C X \ int (X \ A), y éste es
cerrado, luego A C X \int (X \ A) y X \ A Cint (X \ A). "

En la prueba de la propiedad 7) hemos visto lo siguiente:

Teorema 1.34 Si X es un espacio topolégico y A C X, los cerrados en la
topologia relativa de A son las intersecciones con A de los cerrados de X .

Conviene observar que el andlogo a 7) para interiores es falso. Es decir, no
se cumple en general que fiB :,:i NB. Por ejemplo, es facil ver que en R se
cumple N = @, luego N N Z = @, mientras que NZ = N.

Vamos a refinar el concepto de punto adherente. Hemos visto que los puntos
adherentes a un conjunto A son aquellos que tienen alrededor puntos de A.
Sucede entonces que todo punto x € A es trivialmente adherente, porque = es
un punto de alrededor de z y estd en A. Cuando eliminamos esta posibilidad
trivial tenemos el concepto de punto de acumulacién:

Definicién 1.35 Sea X un espacio topolégico y A € X. Diremos que un
punto x € X es un punto de acumulacion de A si todo entorno U de x cumple
(U\{z})NA # . El conjunto de puntos de acumulacién de A se llama conjunto
derivado de A y se representa por A’.

Ejemplo Consideremos el conjunto A = {1/n | n € N\ {0}} C R. Es fdcil
ver que A = AU {0}. Sin embargo, A’ = {0}. En efecto, en general se cumple
que A’ C A, pero ningtin punto 1/n € A es de acumulacién, pues

1 1 1 1
n n+1l'n n+l
es un entorno de 1/n que no corta a A salvo en este mismo punto. [

Como ya hemos dicho, siempre es cierto que A’ C A. También es claro que
un punto adherente que no esté en A ha de ser un punto de acumulacién de A.
En otras palabras, A = AU A’. Los puntos de A pueden ser de acumulacién o
no serlo. Por ejemplo, todos los puntos de [0, 1] son de acumulacién, mientras
que los puntos del ejemplo anterior no lo eran.

Definicién 1.36 Sea X un espacio topoldgico y A C X. Los puntos de A\ A’
se llaman puntos aislados de A.
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Un punto € A es aislado si y sélo si tiene un entorno U tal que UNA = {z}.
El entorno lo podemos tomar abierto, y entonces vemos que los puntos aislados
de A son los puntos que son abiertos en la topologia relativa. Vemos, pues, que
un espacio es discreto si y s6lo si todos sus puntos son aislados. Es el caso del
ejemplo anterior.

Definicién 1.37 Un subconjunto A de un espacio topolégico X es denso si
A=X.

Aplicando la propiedad 8) de 1.33 vemos que A es denso en X si y sélo si
X \ A tiene interior vacio, es decir, si y sélo si todo abierto de X corta a A.
Esto significa que los puntos de A estdn “en todas partes”. Por ejemplo, puesto
que todo intervalo de niimeros reales contiene niimeros racionales e irracionales,
es claro que Q y R\ @ son densos en R. De aqui se sigue fécilmente que Q" y
(R\ Q)™ son densos en R™.

Ejercicio: Probar que si A es abierto en un espacio X y D es denso en X entonces
AN D es denso en A.

Hay una propiedad que no cumplen todos los espacios topoldgicos, pero si
la préctica totalidad de espacios de interés.

Definiciéon 1.38 Diremos que un espacio topolégico X es un espacio de Haus-
dorff si para todo par de puntos distintos x, y € X existen abiertos disjuntos U
y V tales que x € U, y € V (se dice que los abiertos U y V separan a x e y).

Por ejemplo, si en un conjunto X con mas de un punto consideramos la
topologia formada tinicamente por los abiertos @ y X (topologfa trivial) obte-
nemos un espacio que no es de Hausdorff. Se trata de un espacio patolégico
donde todo punto estd alrededor de cualquier otro. Aunque la topologia trivial
es ciertamente la mas patolégica posible, lo cierto es que todas las topologias
no de Hausdorff comparten con ella su patologia, y rara vez resultan de interés.
Veamos las propiedades de los espacios de Hausdorff:

Teorema 1.39 Se cumplen las propiedades siguientes:
a) En un espacio de Hausdorff, todo conjunto finito es cerrado.
b) Todo espacio de Hausdorff finito es discreto.
¢) Todo subespacio de un espacio de Hausdorff es un espacio de Hausdorff.

d) El producto de una familia de espacios de Hausdorff es un espacio de
Hausdorff.

e) Todo espacio métrico es un espacio de Hausdorff.

f) Un espacio X es de Hausdorff si y sdlo sila diagonal A = {(z,z) |z € X}
es cerrada en X X X.
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DEMOSTRACION: a) Basta probar que todo punto {z} en un espacio de
Hausdorff X es cerrado. Ahora bien, dado y € X \{z}, existen abiertos disjuntos
U,V talesquez € U,y € V, luegoy € V C X \ {2}, lo que prueba que X \ {z}
es entorno de todos sus puntos, luego {z} es cerrado.

b) En un espacio de Hausdorff finito todo subconjunto es cerrado, luego todo
subconjunto es abierto, luego es discreto.

¢) Si X es un espacio de Hausdorff y A C X, dados dos puntos z, y € A,
existen abiertos disjuntos U, V en X que separan a x e y, luego UN A, VN A
son abiertos disjuntos en A que separan a x e y.

d) Consideremos un producto de espacios de Hausdorff [[ X; y dos de sus
i€l

puntos z, y. Sea iy un indice tal que x;, # y;,. Existen abiertos U, V en X,

que separan a T, € Y;,. Entonces p; HU) y i, 1(V)) son abiertos subbdsicos

disjuntos en el producto que separan a x e y.

e) Si X es un espacio métrico, dos de sus puntos z, y estdn separados por
las bolas de centros z, y y radio d(z,y)/2.

f) La diagonal A es cerrada si y sélo si su complementario es abierto, si y
s6lo si para todo par (z,y) € X X X con x # y existe un abierto bésico U x V
en X x X tal que (z,y) € U xV C X x X \ A. Ahora bien, la condicién
UxV C X xX\A equivale a UNV = &, luego la diagonal es cerrada si y sélo
si X es Hausdorff. m

Ejercicio: Probar que si un producto de espacios topoldégicos es un espacio de Haus-
dorff no vacio, entonces cada uno de los factores es un espacio de Hausdorff.

Terminamos la seccién con algunas propiedades métricas, no topoldgicas, es
decir propiedades definidas a partir de la distancia en un espacio métrico y que
no se pueden expresar en términos de su topologia.

Definicién 1.40 Un subconjunto A de un espacio métrico es acotado si existe
un M > 0 tal que para todo par de puntos z, y € A se cumple d(x,y) < M.
El didmetro de un conjunto acotado A es el supremo de las distancias d(z,y)
cuando (x,y) varfa en A x A.

Es facil probar que todo subconjunto de un conjunto acotado es acotado,
asi como que la unién finita de conjuntos acotados estd acotada. Sin embargo
hemos de tener presente el hecho siguiente: dado un espacio métrico M, podemos
definir d’(z,y) = min{1,d(z,y)}. Es facil ver que d’ es una distancia en M y las
bolas de radio menor que 1 para d’ coinciden con las bolas respecto a d. Como
estas bolas forman una base de las respectivas topologias métricas concluimos
que ambas distancias definen la misma topologia. Sin embargo, respecto a d’
todos los conjuntos estan acotados. Esto prueba que el concepto de acotaciéon
no es topoldgico.

Ejercicio: Calcular el didmetro de una bola abierta en R™ y en un espacio con la
métrica discreta.
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Definicién 1.41 Si M es un espacio métrico, A # & un subconjunto de M y
x € M, definimos la distancia de z a A como d(z, A) = inf{d(z,y) | y € A}.

Es evidente que si z € A entonces d(z, A) = 0, pues entre las distancias cuyo
infimo determinan d(x, A) se encuentra d(z,x) = 0. Sin embargo los puntos que
cumplen d(x, A) = 0 no estdn necesariamente en A.

Teorema 1.42 Si M es un espacio métrico y A C M, entonces un punto x
cumple d(x, A) =0 si y sdlo si x es adherente a A.

DEMOSTRACION: Sid(x, A) = 0, para probar que es adherente basta ver que
toda bola abierta de centro x corta a A. Dado € > 0 tenemos que d(z, A) < e,
lo que significa que existe un y € A tal que d(z,y) < €, es decir, y € B.(z) N A.
El reciproco se prueba igualmente. L]

En el caso de espacios normados podemos hacer algunas afirmaciones adi-
cionales. La prueba del teorema siguiente es inmediata.

Teorema 1.43 Sea E un espacio normado y A C E. Las afirmaciones siguien-
tes son equivalentes:

a) A es acotado.
b) Existe un M > 0 tal que ||z|| < M para todo x € A.

¢) Eziste un M > 0 tal que A C Bp(0).

Ejercicio: Probar que en un espacio normado la clausura de una bola abierta es la
bola cerrada del mismo radio y el interior de una bola cerrada es la bola abierta. ;Cual
es la frontera de ambas? Dar ejemplos que muestren la falsedad de estos hechos en un
espacio métrico arbitrario.

1.5 Continuidad

Finalmente estamos en condiciones de formalizar la idea de funcién continua
como funcién f que envia los alrededores de un punto a los alrededores de su
imagen. No exigimos que las imagenes de los puntos de alrededor de un punto x
sean todos los puntos de alrededor de f(x). Por ejemplo, sea S la circunferencia
unidad en R? y f la aplicacién dada por

0,1] — S
x —  (cos2mx,sen 2mx)

Lo que hace f es “pegar” los extremos del intervalo en un mismo punto (1,0).
Queremos que esta aplicacién sea continua, y vemos que [0,1/4] es un entorno
de 0 que se transforma en “medio” entorno de (1,0), en los puntos de alrededor
de (1,0) contenidos en el semiplano y > 0. Esto no debe ser, pues, un obstaculo
a la continuidad.
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Pedir que los puntos de alrededor de x sean enviados a puntos de alrededor de
f(z) (no necesariamente todos) es pedir que todo entorno U de f(x) contenga
a las imdgenes de los puntos de alrededor de x, es decir, las imagenes de un
entorno de z, es decir, que f~1[U] contenga un entorno de z, pero esto equivale
a que él mismo lo sea. Asi pues:

Definicién 1.44 Una aplicaciéon f : X — Y entre dos espacios topoldgicos
es continua en un punto x € X si para todo entorno U de f(z) se cumple que
f7YU] es un entorno de z. Diremos que f es continua si lo es en todos los
puntos de x.

Observar que en esta definicién podemos sustituir “entorno” por “entorno
béasico”. En un espacio métrico podemos considerar concretamente bolas abier-
tas, y entonces la definicién se particulariza como sigue:

Teorema 1.45 Una aplicacion f : M — N entre dos espacios métricos es
continua en un punto x € M si y sélo si para todo € > 0 existe un d > 0 tal que
si d(z,2') < § entonces d(f(z), f(z')) < e.

Veamos varias caracterizaciones de la continuidad.

Teorema 1.46 Sea f: X — Y una aplicacion entre espacios topolégicos. Las
afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) f es continua.
b) Para todo abierto (bdsico) G de'Y se cumple que f~1[G] es abierto en X.

¢) Para todo cerrado C de'Y se cumple que f~1[C] es cerrado en X.

d) Para todo A C X se cumple f[A] C f[A].

e) Para todo B CY se cumple f~1[B] C f~1[B].
f) Para todo B CY se cumple f~![int B] C int f~1[B].

DEMOSTRACION: a) <+ b). Si f es continuay z € f~1[G] entonces f(z) € G,
luego G es un entorno de f(z), luego por definicién de continuidad f~1[G] es
un entorno de z, luego f~![G] es abierto. Es claro que b) — a).

Evidentemente b) < c).

a) — d). Si x € f[A] entonces z = f(y), con y € A. Si E es un entorno de z,
por definicién de continuidad f~1[E] es un entorno de y, luego f~}[E]NA # @,
de donde E N f[A] # &, lo que prueba que x € f[A].

d) — e). Tenemos que f~'[B] C X, luego f[f~![B]] c f[f~'[B]] C B,

luego f~1[B] C f~1[B].
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e) — f). En efecto:

f~int B]

Y\ \intB)] = X\ f7'[Y \ int B]

X\fTIY\BlCc X\ fFIY\ Bl =X\ X\ f[B]
= X\ (X \int f7B]) = int f[B].

f) — b). Si B es abierto en Y, entonces
f71Bl = f~[int B] C int f 71 [B] € fT(B],

luego f~1[B] = int f~1[B] que es, por lo tanto, abierto. n

Ahora vamos a probar una serie de resultados generales que nos permitiran
reconocer en muchos casos la continuidad de una aplicacién de forma inmediata.
De la propia definicién de continuidad se sigue inmediatamente:

Teorema 1.47 Si f : X — Y es continua en un puntox yg:Y — Z es
continua en f(x), entonces fog es conlinua en x. En particular, la composicion
de aplicaciones continuas es una aplicacion continua.

Otro hecho bésico es que la continuidad depende sélo de la topologia en la
imagen y no de la del espacio de llegada.

Teorema 1.48 Sea f : X — Y wuna aplicacion entre espacios topoldgicos.
Entonces f es continua en un punto x € X como aplicacion f: X — Y siy
sdlo si lo es como aplicacion f: X — f[X].

DEMOSTRACION: Un entorno de f(x) en f[X] es UN f[X], donde U es un
entorno de f(z) en Y, pero f~1[{U N A] = f~1[U], luego es indistinto considerar
entornos en f[X] oenY. "

Teniendo en cuenta que la aplicacién identidad en un conjunto es obviamente
continua, de los teoremas anteriores se deduce inmediatamente el que sigue:

Teorema 1.49 Si X es un espacio topolégico y A C X, entonces la inclusion
i+ A — X dada por i(x) = x es continua. Por tanto, si f : X — Y es
continua en un punto x € A, la restriccion fla =io [ es continua en x.

En particular la restriccién de una aplicacién continua a un subconjunto es
también continua. El reciproco no es cierto, pero se cumple lo siguiente:

Teorema 1.50 Dada una aplicacion f : X — Y, si A es un entorno de un
punto x € X y fla es continua en x, entonces [ es continua en x.

DEMOSTRACION: Si U es un entorno de f(z) en Y, entonces (f|4) U] =
fHU] N A es un entorno de = en A, luego existe un entorno G de z en X de
manera que * € GN A= f~1{U] N A, luego en particular x € GN A C f~U],
y GN A es un entorno de z en X, luego f~1[U] también lo es. "
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Esto significa que la continuidad es una propiedad local, es decir, el que una
funcién sea continua o no en un punto es un hecho que sélo depende del compor-
tamiento de la funcién en un entorno del punto. En particular, si cubrimos un
espacio topologico por una familia de abiertos, para probar que una aplicacién
es continua basta ver que lo es su restriccion a cada uno de los abiertos. Esto es
cierto también si cubrimos el espacio con cerrados a condicién de que sean un
nimero finito.

Teorema 1.51 Sea f : X — Y wna aplicacion entre espacios topoldgicos.
Sean C4,...,C, subconjuntos cerrados de X tales que X = Cy U --- U C),.
Entonces f es continua si y sélo si cada f|c, es continua.

DEMOSTRACION: Una implicacién es obvia. Si las restricciones son conti-
nuas, entonces dado un cerrado C' de Y, se cumple que

FHCT = (FHeIN Gy U U (FHCING) = (fle) OV U (fle,) MO

Ahora, cada (f|c,) }[C] es cerrado en Cj, luego es la interseccién con C; de
un cerrado de X, luego es la interseccién de dos cerrados en X, luego es cerrado
en X. Asf pues, f~![C] es la unién de un nimero finito de cerrados de X, luego
es cerrado en X. Esto prueba que f es continua. m

Teorema 1.52 Si {X;}icr es una familia de espacios topoldgicos, las proyec-

ciones p; . || Xi — X, son funciones continuas.
inl

DEMOSTRACION: Las antiimigenes de abiertos en X; son abiertos bdsicos
del producto. [

Ejercicio: Probar que la topologia producto es la menor topologia que hace continuas
a las proyecciones.

Teorema 1.53 Si {X;};,cr es una familia de espacios topoldgicos y X es un
espacio topoldgico, entonces una aplicacion f : X — [[X; es continua si y
solo si lo son todas las funciones f; = f o p;. i€l

DEMOSTRACION: Si f es continua las funciones f o p; también lo son por ser
composicion de funciones continuas.
Si cada f o p; es continua, sea A = [[ A; un abierto bésico del producto.
i€l
Sean i1,..., i, los indices tales que A;, # X;,. Entonces f~* [p;jl[Aij]] =
(f opi;) tA;,] es abierto en X, pero

A=(p A vy A= () 1 e A
j=1 '

Jj=1

es abierto en X. n
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Asi, por ejemplo, para probar que la aplicacién f : R — R? dada por
f(x) = (x + 1,2%) es continua, basta probar que lo son las aplicaciones = + 1
2
y z°.

Definicion 1.54 Sean E y F' espacios normados. Una aplicacién f: E — F
tiene la propiedad de Lipschitz si existe un M > 0 tal que para todos los vectores
v, w € E se cumple que || f(v) — f(w)| < M|v—w|.

Teorema 1.55 Las aplicaciones con la propiedad de Lipschitz son continuas.

DEMOSTRACION: Sea f : E — F una aplicacién con la propiedad de
Lipschitz con constante M. Vamos a aplicar el teorema 1.45. Dado ¢ > 0
tomamos 0 = ¢/M. Asi, si |Jlv—w]|| < §, entonces || f(v)— f(w)|| < M|v—w]| <e.

| |

Por ejemplo, es facil ver que si F es un espacio normado entonces la norma
II'll : E — R tiene la propiedad de Lipschitz con constante M = 1, luego es
una aplicacién continua. Un ejemplo menos trivial es el de la suma:

Teorema 1.56 Sea E un espacio normado. Entonces la suma +: EXE — E
tiene la propiedad de Lipschitz, luego es continua.

DEMOSTRACION: Consideraremos a E x E como espacio normado con la
norma || ||;. Entonces, si (u,v), (a,b) € E x E, tenemos que
[(w+v) = (a+0)| = [(u=a)+ (=0 <l|u—al+v-0b
= ll(w=a,v =0l = [[(w,v) = (a,b)]-

El producto no cumple la propiedad de Lipschitz, pero aun asi es continuo.

Teorema 1.57 Sea E un espacio normado. FEl producto - : Kx E — E es
una aplicacion continua.

DEMOSTRACION: Veamos que el producto es continuo en un punto (A, z) de
K x E. Usaremos la norma || ||o en K x E. Dado € > 0, sea (\,2') e K x E.

[N2! = Azl = [N (2" = 2) + (N = Na| < [N]]l2" = 2] + [X = Al ]

Tomemos ahora 0 < § < 1 que cumpla ademés

€

0 < 7 <e
Al 4[| +1

Astsi [(V,2') — (A, 2)|loo < 8, entonces [N — A < dy ||/ —z| <. En
particular |X| < |A] 40 < |A| + 1. Asf
[Ne ]| €

Nz’ — \zll < + <e.
| < et W el
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Definicién 1.58 Un espacio vectorial topoldgico es un par (V,T), donde V es
un espacio vectorial sobre K y T es una topologia de Hausdorff sobre V' de modo
que las aplicaciones +: V xV — V y - : K x V — V son continuas.

Hemos demostrado que todo espacio normado es un espacio vectorial to-
poldgico.

En general, si X es un conjunto y V' es un espacio vectorial sobre un cuerpo
K, el conjunto V¥ de todas las aplicaciones de X en V es un espacio vectorial
con las operaciones dadas por (f + g)(z) = f(z) + g(z) y (af)(z) = af(z).

Si X e Y son espacios topoldgicos, llamaremos C(X,Y") al conjunto de todas
las aplicaciones continuas de X en Y.

Si X es un espacio topolégico y V' un espacio vectorial topoldgico, entonces
C(X,V) resulta ser un subespacio de VX, pues la suma de dos funciones conti-
nuas f y g puede obtenerse como composicién de la aplicacion h: X — V xV
dada por h(z) = (f(x), g(m)), que es continua, y la suma en V, que también lo
es, luego f + g es continua.

Similarmente se prueba quesi € Ky f € C(X,V), entonces af € C(X, V).

El espacio K¥ tiene también estructura de anillo conmutativo y unitario con
el producto dado por (fg)(z) = f(x)g(x). Como el producto - : Kx K — K es
continuo (tomando F = K en el teorema anterior), resulta que C(X,K) es un
subanillo de KX.

En general, una cuddrupla (4, +, -, o), donde la terna (A, +, ) es un espacio
vectorial sobre un cuerpo K, la terna (A, +,0) es un anillo unitario y ademds
a(adb) = (aa)b = a(ab) para todo o € K, y todos los a, b € A, se llama una
K-élgebra.

Tenemos, pues, que si X es un espacio topoldgico, entonces C'(X,K) es una
K-dlgebra de funciones. El espacio C(X,K) contiene un subcuerpo isomorfo a
K, a saber, el espacio de las funciones constantes. Cuando no haya confusién
identificaremos las funciones constantes con los elementos de K, de modo que 2
representard a la funcién que toma el valor 2 sobre todos los puntos de X.

Més adn, si p(x1,...,2,) € Klz1,...,2,], €]l polinomio p determina una
Unica funcién evaluacion p : K® — K, de modo que los polinomios constan-
tes se corresponden con las funciones constantes y la indeterminada x; con la
proyeccién en la i-ésima coordenada. Como todo polinomio es combinacion de
sumas y productos de constantes e indeterminadas, tenemos que K[z, ..., z,] C
C(K", K).

Por ejemplo, la aplicacién f : R® — R? dada por f(z,y, z) = (3z—2yz, 1yz)
es claramente continua.

Teorema 1.59 La aplicacion h : K\ {0} — K dada por h(z) = 1/x es conti-
nua.

DEMOSTRACION: Sea x € K \ {0}. Sea § = |z|/2. Siy € Bs(z) entonces
|~z —(y—a) > -2l ly—zl], osea, [y| > |z| -6 = 4.
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Dado € > 0, sea &' < 1, 8’ < §|z|e. Asi, si |y — x| < ¢’ tenemos
‘1 L ly—a|  dlxle

y xT

lyllel T ol
|

Consecuentemente, si f € C(X,K) y f no se anula en X, podemos definir
la funcién 1/f € C(X,K) mediante (1/f)(z) = 1/f(z).

Por ejemplo, la funcién f: R\ {1} — R dada por

es obviamente continua.
Teorema 1.60 La funcion v/ : [0, +oo] — [0, +00] es continua.
DEMOSTRACION: Basta notar que
\/EE]a,b[Ha<\/5<b<—>a2<x<62<—>x€]a2,b2[.

Esto significa que la antiimagen del intervalo ]a, b es el intervalo ]a2, b2 [ Simi-
larmente se ve que la antiimagen de un intervalo [0,b] es el intervalo [07 bQ[ v,
como estos intervalos constituyen una base de [0, +oo[, tenemos que \/_ es una
funcién continua. L]

Teorema 1.61 Sea M wun espacio métrico y A # & un subconjunto de M.
Entonces las aplicaciones d: M x M — R yd( ,A): M — R son continuas.

DEMOSTRACION: Consideremos en M x M la distancia do,. Dado un par
(x,y) € M x M,y un € > 0, basta probar que si (z’,y’) dista de (x,y) menos
de €/2, es decir, si se cumple d(z,z') < €/2 y d(y,y’) < €/2, entonces tenemos
|d(x,y) — d(z’,y")| < e. En efecto, en tal caso

d(z,y) < d(z,2") +d(@',y) + d(y',y) <d(=',y) +,
luego d(x,y) — d(a',y') < €, e igualmente se llega a d(2',y') — d(z,y) < €, luego
efectivamente |d(z,y) — d(z',y")| <e.

Para probar la continuidad de d( , A) en un punto x observamos que

En efecto, para todo z € A se cumple d(x,z) < d(x,y) + d(y, z). De aqui se
sigue claramente d(z, A) < d(x,y)+d(y, z), y tomando el infimo en z vemos que
d(z, A) < d(z,y) + d(y, A). Similarmente se prueba d(y, A) < d(z,y) + d(z, A),
de donde se sigue la relacién con valores absolutos. A su vez esta relacién implica
que si d(z,y) < e, entonces |d(z, A) —d(y, A)| < €, lo que expresa la continuidad
de la aplicacién. n

Para terminar con las propiedades generales de las aplicaciones continuas
probaremos un hecho de interés teérico:
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Teorema 1.62 Sean f,g : X — Y aplicaciones continuas, D C X un con-
Junto denso tal que f|p = g|p y supongamos que Y es un espacio de Hausdorff.
Entonces f = g.

DEMOSTRACION: Sea h : X — Y x Y dada por h(z) = (f(z),9(z)).
Claramente es continua y h[D] C A, donde A = {(z,z) [ # € X'} es un cerrado

en Y xY (por 1.39). Por lo tanto h[X| = h[D] C h[D] C A, de donde f = g.

Definicién 1.63 Una aplicacién biyectiva f : X — Y entre dos espacios
topolégicos es un homeomorfismo si f y su inversa son ambas continuas. Dos
espacios topoldgicos son homeomorfos si existe un homeomorfismo entre ellos.

Un homeomorfismo induce una biyecciéon entre los abiertos de los dos es-
pacios, por lo que ambos son topolégicamente indistinguibles. Es claro que
cualquier propiedad definida exclusivamente a partir de la topologia se con-
serva por homeomorfismos, luego dos espacios homeomorfos tienen las mismas
propiedades topoldgicas.

Es importante notar que no toda biyeccién continua es un homeomorfismo.
Por ejemplo, la identidad I : R — R, cuando en el primer espacio consideramos
la topologia discreta y en el segundo la euclidea es biyectiva y continua, pero
no un homeomorfismo. Veamos un ejemplo més intuitivo:

Ejemplo Sea f : [0,1] U]2,3] — [0,2] la 2
aplicacién dada por
1
flz) = x si0<z<1
V=Y 2-1 si2<z <3
0

Es facil ver que f es biyectiva, y es continua

porque sus restricciones a los abiertos [0,1] y 0 1 2 3
]2,3] de su dominio son ambas continuas (son polinomios). Sin embargo no
es un homeomorfismo. La aplicacién f~! es continua en todos los puntos de
[0,2] excepto en & = 1. En efecto, [0,1] es un entorno de f~!(1) = 1, pero la
antiimagen de este intervalo es el mismo [0,1], que no es un entorno de 1 en
[0,2]. En los deméas puntos es continua, pues f~! restringida a los abiertos de
su dominio [0,1[ y ]1,2] es polinémica.

Lo que sucede es que, a pesar de ser biyectiva, f estd “pegando” los intervalos
[0,1] v ]2,3] en el intervalo [0,2], por lo que f~! “corta” éste por el punto 1.
En general, si una aplicacién continua es una aplicacién que no corta, aunque
puede pegar, un homeomorfismo es una aplicacién que no corta ni pega. Para
que no pegue ha de ser biyectiva, pero acabamos de ver que esto no es suficiente.
El ejemplo de la topologia discreta se interpreta igual: los puntos de R con la
topologia discreta estan todos “separados” entre si, luego al pasar a R con la
topologia euclidea los estamos “pegando”, aunque no identifiquemos puntos.

|
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Definicién 1.64 Una aplicacién f: X — Y entre dos espacios topolédgicos es
abierta si para todo abierto A de X, se cumple que f[A] es abierto en Y.

De este modo, un homeomorfismo es una biyeccién continua y abierta. La
propiedad de ser abierta no es muy intuitiva y tampoco es muy frecuente (salvo
en el caso de los homeomorfismos). Sin embargo es de destacar el hecho si-
guiente:

Teorema 1.65 Las proyecciones de un espacio producto en cada uno de sus
factores son aplicaciones abiertas.

DEMOSTRACION: Basta ver que la proyeccién de un abierto bésico es un
abierto, pero los abiertos bésicos son productos de abiertos, y las proyecciones
son sus factores. n

Definicién 1.66 La grdfica de una aplicacién f : X — Y es el conjunto’

{(x,f(m))EXxY|xeX}.

En los casos de funciones f : A C R™ — R", donde m+n < 3 la grafica de
f tiene una interpretacion en el plano o espacio euclideo intuitivos, y esta repre-
sentacion permite reconocer rapidamente las caracteristicas de f. El resultado
més importante por lo que a la continuidad se refiere es el siguiente:

Teorema 1.67 Si f : X — Y es una aplicacion continua, entonces la apli-
cacion x +— (x, f(x)) es un homeomorfismo entre X y la grdfica de f.

DEMOSTRACION: La aplicacién es obviamente biyectiva y continua. Su
inversa es la restriccion a la grafica de la proyeccién sobre el primer factor de
X x Y, luego también es continua. "

3

Ejemplo La gréfica del polinomio x°> — z es la siguiente:

-1.5

-2

LObservar que desde el punto de vista de la teorfa de conjuntos la gréfica de una funcién
f es la propia funcién f como conjunto.
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El lector deberia preguntarse cémo se sabe que la gréfica de f tiene esta
forma y no otra. Mas adelante veremos como determinar analiticamente las
caracteristicas de la grafica de una funcién, pero de momento nos bastara con
lo siguiente:

Para obtener una figura como la anterior, basta programar a un ordenador
para que calcule la funcién considerada sobre los suficientes niimeros racionales,
digamos sobre los niimeros de la forma k/100, donde k varfa entre —200 y 200,
y dibuje un pequeno cuadrado con coordenadas (x, f (x)) El resultado es una
grafica como la que hemos mostrado. El proceso sélo involucra la aritmética de
los nimeros racionales, que no tiene ninguna dificultad.

Vemos que la grafica de f es una linea ondulada. Podemos considerarla
como una imagen “tipica” de espacio homeomorfo a R. Se obtiene deformando
la recta “elasticamente”, sin cortarla ni pegarla. La aplicacién f no es un
homeomorfismo, la grafica muestra como transforma a R en su imagen: ésta
resulta de “aplastar” la curva sobre el eje vertical, con lo que R se “pliega”
sobre si mismo, de modo que parte de sus puntos se superponen tres a tres.

u

Veamos ahora un ejemplo de grafica de una funcién discontinua.

Ejemplo Counsideremos la funcién f : R — [0, 1] dada por

1 siz<O0
flz)y=< o si0<z<1
1 siz>1
Su gréfica es la siguiente:
T

Es claro que f es continua en todo punto distinto de 0. En efecto, su res-
triccién al abierto |—oo, 0 es constante, luego continua, su restriccién al abierto
10, +-00[ también es continua, pues este abierto es a su vez unién de dos cerrados,
10,1] v [1,400[, en los cuales f es continua, pues en el primero es el polinomio
x y en el segundo es constante. Es facil ver que f no es continua en 0.

La gréfica de f no es homeomorfa a R. No estamos en condiciones de pro-
barlo ahora. Es facil ver que z — (1:, f (:1:)) no es un homeomorfismo, pero esto
no prueba que no exista otra biyeccion que si lo sea. De todos modos, intui-
tivamente vemos que la gréafica estda formada por dos piezas, por lo que para
transformar R en la gréfica es necesario “cortar” por algun punto. =

Ejemplo Los homeomorfismos no pueden “cortar” ni “pegar”, pero si “esti-
rar” arbitrariamente un conjunto. Por ejemplo, la homotecia f(z) = az, donde
a > 0 transforma el intervalo [—1,1] en el intervalo [—a,a]. Las traslaciones
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T +— x + b son claramente homeomorfismos de R, luego combinando homote-
cias y traslaciones podemos construir un homeomorfismo entre cualquier par de
intervalos cerrados de la forma [a,b]. También es claro que cualquier par de
intervalos abiertos |a, b[ son homeomorfos entre si, al igual que cualquier par de
intervalos semiabiertos [a, b] v |a, b]. En la seccién siguiente veremos que también
es posible “estirar infinitamente” un intervalo, de modo que, por ejemplo, |0, 1]
es homeomorfo a R. n

La topologia euclidea Notemos que toda aplicacién lineal f : K" — K™ es
continua, pues es cada una de sus funciones coordenadas es un polinomio. En
particular todo automorfismo de K™ es un homeomorfismo. Si V' es cualquier
K-espacio vectorial de dimensién finita n, existe un isomorfismo f :V — K".
Podemos considerar la topologfa en V formada por los conjuntos f~![G], donde
G es abierto en K™ para la topologia euclidea. Es claro que V' es asi un espacio
topolégico homeomorfo a K™. Ademads, la topologia en V' no depende de la
eleccién de f, pues si g : V — K" es cualquier otro isomorfismo y G es un
abierto en K", entonces ¢ 7' [G] = f~' (g7 o )[G]] v (¢7" o f)[G] es un abierto
en K", porque g~ ' o f es un isomorfismo y por consiguiente un homeomorfismo.

Maés atin, la aplicacién || || : V — R dada por ||v|| = || f(v)|| es claramente
una norma en V que induce la topologia que acabamos de definir. Esto justifica
las definiciones siguientes:

Definiciéon 1.68 Un isomorfismo topoldgico entre dos espacios vectoriales to-
poldgicos es una aplicacion entre ambos que sea a la vez isomorfismo y homeo-
morfismo. Si V' es un K-espacio vectorial de dimensién finita n, llamaremos
topologia euclidea en V a la tnica topologia respecto a la cual todos los isomor-
fismos de V en K" son topoldgicos.

Si h: V. — W es una aplicacion lineal entre dos espacios vectoriales de
dimensién finita, entonces es continua, pues considerando isomorfismos (to-
polégicos) f : V. — K™ y g : W — K" tenemos que la aplicacién h' =
f~lohog: K™ — K" es lineal, luego continua, luego h = f oh’og~! también
es continua.

Si W es un subespacio de V| entonces la restriccién a W de la topologia
euclidea en V es la topologia euclidea. Para probarlo descomponemos V =
W @& W’ y observamos que la identidad de W con la topologia euclidea a W con
la topologia inducida es continua por ser lineal y su inversa es continua por ser
la restriccion de la proyeccion de V en W, que también es lineal. Por lo tanto
se trata de un homeomorfismo y ambas topologias coinciden.

Similarmente se prueba que la topologia euclidea en un producto de espacios
vectoriales coincide con el producto de las topologias euclideas.

Todo subespacio W de un espacio vectorial de dimensién finita V' es cerrado.
Para probarlo observamos que W puede expresarse como el nicleo de una apli-
cacion lineal de W en K™, es decir, como la antiimagen de 0 por una aplicaciéon
continua y, como {0} es cerrado, su antiimagen también.
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Todos estos hechos se trasladan sin dificultad a los espacios afines sobre
K. Se define la topologia euclidea en un espacio afin de modo que todas las
afinidades son continuas y las variedades afines son cerradas.

*Ejemplo: La topologia proyectiva Un espacio proyectivo sobre K es de
la forma X = P(V), donde V es un K-espacio vectorial de dimensién n + 1.
Consideremos la aplicacién P : V' \ {0} — X dada por P(%) = (#). Vamos
a considerar en X la menor topologia que hace continua a P, es decir, los
abiertos de X serdn los conjuntos G C X tales que P~![G] es abierto en V
(respecto a la topologia euclidea). Es facil ver que los conjuntos asi definidos
determinan realmente una topologia en X. En lo sucesivo consideraremos a
todos los espacios proyectivos como espacios topolégicos con esta topologia. La
llamaremos topologia proyectiva. Vamos a probar algunos hechos en torno a
ella:

La proyeccion P : V\{G} — X es continua, abierta y suprayectiva.

S6lo hemos de comprobar que es abierta. Sea GG un abierto en V\{@} Hemos
de ver que G’ = P7![P[G]] es abierto en V' \ {0}. Es claro que G C G'. Sea
U € G. Esto significa que existe un @ € G tal que P(¢) = P(W), luego ¥ = o,
para un « € K. La homotecia h(Z) = a& es un homeomorfismo que transforma
G en un entorno de ¥. Ademds h[G] C h[G'] = G’, luego G’ es entorno de ¥.

Las homografias entre espacios proyectivos son homeomorfismos.

Dada una homografia H : X — Y, sea h : V — W el isomorfismo que
la induce, que de hecho es un homeomorfismo. Sean P : V \ {0} — X y
P W\ {6} — Y las proyecciones que definen la topologia. Entonces, si G es
abierto en Y, por definicién P'~1[G] es abierto en W\ {0}, luego /! [P'1G]] es
abierto en V'\ {0}, pero es fécil ver que este conjunto coincide con P~'[H~1[G]],
luego H~'[G] es abierto, y el mismo razonamiento se aplica a la homografia
inversa.

St E es un hiperplano de V' que no pasa por 6, entonces P[E] es
abierto en X y P|g : E — P[E] es un homeomorfismo.

Claramente P|g es inyectiva y continua. Basta probar que si A es abierto
en E entonces P[A] es abierto en X. Sea B = P~'[P[A]]. Basta ver que B es
abierto en V' \ {0}. Es claro que B = {a¥ | a € K\ {0},7 € A}.

Escogiendo una base adecuada v1,...,U,+1 en V podemos suponer que F
estd formado por los vectores con iltima coordenada es x,4+1 = 1. Para cada
¥ € V sea «(¥) su tultima coordenada. La aplicacién « es continua. Sea G el
conjunto de vectores de V con «(¥) # 0. Tenemos que G es abierto, pues su
complementario es o~ ! [{0}]. La aplicacién G — E dada por 7 +— a(7) "' 7' es
continua y B es la antiimagen de A por esta aplicacion, luego es abierto en G,
luego en V' \ {0}.

Las subvariedades proyectivas de X son cerradas.
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Dado un hiperplano F en V que no pase por 0, tenemos que el comple-
mentario de P[E] es un hiperplano de X y, segiin lo que acabamos de probar,
es cerrado. Como existe una homografia que transforma un hiperplano en otro
cualquiera, concluimos que todos los hiperplanos son cerrados y, como toda sub-
variedad proyectiva es interseccién de un nimero finito de hiperplanos, resulta
que todas las subvariedades de X son cerradas.

La topologia inducida por X en una subvariedad proyectiva Y es la
topologia proyectiva de Y .

Sea Y = P(W). Tomemos un punto y € Y. Sea II un hiperplano en X que
no contenga a y, sea II' = Y NII. Entonces una base de entornos de y para
las topologias de X e Y son los abiertos que contienen a y y estdn contenidos
en X \IT e Y \ I’ respectivamente. Las topologias de estos espacios son las
euclideas, luego una es la inducida por la otra, luego los entornos basicos de
y en Y son las intersecciones con Y de los entornos basicos de y en X. Por
consiguiente, la topologia proyectiva y la topologia inducida tienen una misma
base de entornos de cada punto, luego son iguales.

Para terminar describiremos la topologia de la recta proyectiva compleja.
Tenemos que P*(C) = C U {oo}. La topologia en C es la euclidea. Sélo falta
determinar los entornos de co. Como la aplicacién 1/z es un homeomorfismo,
una base de entornos de co la forman las imédgenes por 1/z de los elementos de
una base de entornos de 0, por ejemplo las bolas abiertas euclideas de centro 0.
Pero la imagen de B.(0) esta formada por oo y los puntos z € C tales que |z| >
1/€, luego una base de entornos abiertos de oo la forman los complementarios
de las bolas cerradas de centro 0. Es facil ver entonces que un conjunto U es
un entorno de oo si y sélo si oo € U y U \ {oo} estd acotado. Esta misma
descripcién vale para los entornos de oo en P(R).

Ejercicio: Probar que las homografias entre cénicas y rectas son homeomorfismos.

Ejemplo: La proyecciéon estereografica Consideremos la esfera de centro
(0,0,0) y radio 1, es decir, el conjunto S = {(x,y,2) € R3 | 22 +¢* + 2% = 1}.
Sea N = (0,0,1) el “polo norte” de S.

La proyeccién estereografica es la biyeccién entre S\ {N} y R? que a cada
punto P de S le asigna el punto donde la recta NP corta al plano z = 0 (que
podemos identificar con R?). Si P tiene coordenadas (z,y,z), la recta NP
estd formada por los puntos (0,0,1) + A(z,y,2 — 1), con A € R. El valor de
A que anula la tercera coordenada es el que cumple 1+ A(z — 1) = 0, o sea,
A =1/(1— z), luego la proyeccién de P es el punto

fna= (5 15)

Similarmente se calcula la proyeccién inversa, que es

2u 20 u2+v2—1)

g(u,v) = (u2+v2+1’u2+v2+1’u2+v2+1
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Es evidente que tanto f como g son continuas, luego la proyeccién este-
reografica es un homeomorfismo. Asi pues, el plano es homeomorfo a una esfera
menos un punto.

Equivalentemente, podemos decir que la esfera es homeomorfa al plano mas
un punto (extendiendo adecuadamente la topologia). Conviene identificar el
plano con el cuerpo complejo C. Afiadamos a C un punto cualquiera que repre-
sentaremos por oo, con lo que formamos el conjunto C*° = C U {oo}. Podemos
extender la proyeccion estereografica a una biyeccién f : .S — C* sin més que
asignar f(IN) = oco. Es obvio que si tomamos como abiertos en C* las imdgenes
por f de los abiertos de S obtendremos una topologia en C* que induce en
C la topologia euclidea. Vamos a dar una descripcién directa de una base de
entornos de co.

Para ello consideramos una base de entornos de N en S, concretamente la
formada por las bolas de radio menor que 1. Un entorno bédsico de N esta
formado por los puntos (z,y,z) € S tales que /22 +y2+ (z —1)2 <e< 1,y
como x2+y?+22 = 1, esto equivale a z > 1—€2/2. Puesto que € es arbitrario, los
entornos bésicos estdn formados por los puntos (x,y, z) € S tales que 1 — z < ¢,
para € > 0. Calculemos la imagen de uno de estos entornos.

Para ello notamos que si (z,y,2) # N,

1
fay2)l = T

y que si z < 2’ entonces z — 2z’ < 2/ — 22, luego

z - 2 \/1+ 2z <\/1+ 22! \/1+z<\/1+z’
1—2z 1-2’ 1—2 1—2" 1—2 1—2"

En otras palabras, cuanto mayor es z, mayor es la distancia a 0 de f(z,y, 2).
Por consiguiente, los puntos tales que z > 1 — € se corresponden con los puntos
tales que

|f(z7yvz)|>|f(x7y717€)|: E*l

Ahora bien, cualquier M > 0 es de esta forma para algtin épsilon, concre-
tamente € = 2/(M? + 1). Concluimos que los entornos bésicos de oo son los
conjuntos de la forma

{z€C||z| > M} U {oc0}.

Esto significa que un punto del plano estd més cerca de infinito cuanto més
lejos estd de 0 (de hecho, cuanto més lejos estd de cualquier punto concreto del
plano). "

*Nota Obviamente C* es la recta proyectiva compleja con la topologia pro-
yectiva. Otra forma de llegar al mismo resultado es la siguiente: Si consi-
deramos la proyeccion estereografica entre S y la recta proyectiva compleja,
podemos expresarla como f(x,y,z) = ((z,y,1 — 2)), es decir, como la compo-
sicién de la aplicacién continua (z,y,z) — (z,y,1 — z) con la aplicacién con-
tinua (z,y,2) — ((z,y, 2)), luego es continua. Podriamos probar también que
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la inversa es continua, pero no merece la pena el esfuerzo, pues en el capitulo
siguiente (ver 2.12) serd evidente a partir de lo que ya hemos probado. La con-
clusién es, pues, que la proyeccién estereografica es un homeomorfismo entre la
esfera con la topologia euclidea y la recta compleja con la topologia proyectiva.

De aqui se sigue facilmente que si dotamos al plano hiperbdlico de la topo-
logfa relativa (es decir, si dotamos al plano de Klein con la topologia euclidea)
entonces la topologia correspondiente en el circulo y en el semiplano de Poincaré
es también la euclidea. Teniendo en cuenta que los circulos de centro 0 en el
plano de Klein coinciden con los euclideos (y que las isometrias son obviamente
homeomorfismos) es claro que la esta topologia es la inducida por la métrica
hiperbdlica. L]

1.6 Limites de funciones

El concepto de limite es, junto al de continuidad, uno de los conceptos mas
importantes a los que la estructura topoldgica sirve de soporte. Para comprender
su contenido podemos considerar la funcién f: R?\ {(0,0)} — R dada por

o 2
flz,y) ==z (\/m 1).

Esta expresién no tiene sentido cuando (z,y) = (0,0), por lo que es natural
preguntarse si la gréfica de f mostrara alguna particularidad que explique por
qué no puede ser calculada en este punto. He aqui dicha gréfica:

Su aspecto es el de una superficie homeomorfa a R?, pero sabemos que no
estd definida en (0,0). De hecho la grifica hace pensar que f(0,0) = 0. La
explicacién es que la funcién f : R?> — R definida mediante

fy) = O <\/T - 1) . Em) # Eo,o;,

es continua, aunque esto no es evidente y, de hecho, no estamos en condiciones de
probarlo ahora. Si queremos expresar la situacién en términos de la expresiéon
original de f, no definida en (0,0), habremos de decir que f transforma los
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puntos de alrededor de (0,0) en puntos de alrededor de 0, o también, que los
valores que toma f son mds cercanos a 0 cuanto mds cercanos a (0,0) son los
puntos que consideramos. Todo esto tiene sentido aunque la funcién f no esté
definida en (0,0).

Comenzamos introduciendo el concepto topolégico que permite expresar con
rigor las ideas que acabamos de introducir:

Definicién 1.69 Sean X, Y espacios topoldgicos, A C Xy f: A — Y. Sea
a€ A"y beY. Diremos que f converge a b cuando x tiende a a si para todo
entorno V' de b existe un entorno U de a tal que si x € UN A y = # a, entonces

flx)eV.

La interpretacién es clara: los puntos f(z) estén alrededor de b [= en un
entorno arbitrario V' de b] siempre que z estd alrededor de a [= en un entorno
adecuado U de a, que dependerd de V], o més simplemente: si f envia los puntos
de alrededor de a a los alrededores de b.

Si Y es un espacio de Hausdorff, una funcién converge a lo sumo a un tnico b
para cada punto a. En efecto, si f converge a dos puntos by b’ cuando x tiende a
a, podriamos tomar entornos disjuntos V' y V' de by ¥, para los cuales existirian
entornos U y U’ de a de modo que si x € UNU’' N A, entonces f(x) € VNV,
contradiccién.

Por ello, si se da la convergencia, diremos que b es el limite cuando x tiende
a a de f(x), y lo representaremos por
b= lim f(x).
r—a
No exigimos que la funcién f esté definida en a. Tan sélo que a sea un punto
de acumulacién del dominio de f o, de lo contrario, no existirian puntos x a los

que aplicar la definicién y f convergeria trivialmente a todos los puntos de Y.
En estos términos, lo que afirmabamos antes es que existe

2
lim 22— —-1] =0,
(2,y)—(0,0) (x/xQ + 92 )

de modo que los valores que toma esta expresién se acercan mas a 0 cuanto méas
se acercan las variables al punto (0,0). Todavia no podemos probarlo.

Por supuesto es posible que la funcién f esté definida en a, pero esto es irrele-
vante, pues en la definicién de limite aparecen sélo puntos x # a, lo que significa
que el limite es independiente de f(a). En otras palabras, si modificiramos el
valor de f(a), la existencia del limite y su valor concreto no se alterarfan.

También es obvio que la existencia o no de limite sélo depende del compor-
tamiento de la funcién en un entorno del punto. En otras palabras, que si dos
funciones coinciden en un entorno de un punto a (salvo quizd en a) entonces
ambas tienen limite en a o ninguna lo tiene y, si lo tienen, éstos coinciden.

La relacion entre los limites y la continuidad es la siguiente:
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Teorema 1.70 Sean X, Y espacios topoldgicos y f : X — Y. Sea a € X'.
Entonces f es continua en a si y sélo si existe lim f(x) = f(a).
r—a

DEMOSTRACION: Si el limite vale f(a), entonces la definicién de limite se
cumple trivialmente cuando * = a y lo que queda es la definicién de conti-
nuidad en a. Reciprocamente, la definicion de continuidad de f en a implica
trivialmente la definicién de limite con b = f(a). "

Mediante este teorema podemos deducir las propiedades algebraicas de los
limites a partir de las propiedades correspondientes de las funciones continuas.

Teorema 1.71 Sean f, g : A C X — K dos funciones definidas sobre un
espacio topoldgico X y sea a € A’. Si existen

lim f(z) y lim g(z)

Tr—a r—a

entonces también existen
lim (f(z) + g(z)) lim f(z) + lim g(z),
r—a r—a T—a

lim f(z)g(z) = (h’m f(ﬂf)) (h’m 9(3”)) ;

r—a r—a r—a

I _ x—a

ugla)  lmgla)
r—a

(suponiendo, ademds, en el tercer caso que lim g(x) #0.)
r—a

DEMOSTRACION: La prueba es la misma en todos los casos. Veamos la
primera. Consideramos la funcién f’ que coincide con f en todos los puntos
salvo en a, donde toma el valor del limite. Definimos igualmente ¢g’. Entonces
el teorema anterior implica que f’ y ¢’ son continuas en a, luego f’+ g’ también
lo es, luego por el teorema anterior existe

tim (@) +9(x) = (@) +/().

pero como f’ + ¢’ coincide con f + g salvo en a, el limite de f’ + ¢’ coincide con
el de f 4 g, y tenemos la relacién buscada. ]

Es claro que el resultado sobre suma de limites es valido cuando las funciones
toman valores en cualquier espacio vectorial topoldgico. Ademds en tal caso al
multiplicar una funcién por un escalar el limite se multiplica por el mismo (para
el caso de K esto es un caso particular de la segunda igualdad). La misma técnica
nos da inmediatamente:

Teorema 1.72 Sea f: A C X — X; x---x X, una aplicacion entre espacios

topoldgicos, que serd de la forma f(x) = (fl(xl), .. .,fn(x)), para ciertas fun-

ciones f; : X — X;. Sea a € A’. Entonces existe lim f(x) si y sdlo si existen
r—a

todos los limites lim f;(xz) y en tal caso
r—a

lim f(z) = (lim fi(2),..., lim fu(@)).

Tr—a
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Para calcular el limite que tenemos pendiente necesitamos un hecho que
a menudo resulta util. Diremos que una funcién f con valores en un espacio
métrico estd acotada si su imagen es un conjunto acotado.

Teorema 1.73 Sean f, g: A C X — FE dos funciones definidas de un espacio
topoldgico X en un espacio normado E y sea a € A’. Si existe lim f(x) =0y
r—a

g estd acotada, entonces existe lim f(z)g(x) = 0.
r—a

DEMOSTRACION: Si g estd acotada, existe un M > 0 tal que ||g(z)| < M
para todo € A. Entonces ||f(x)g(z)|| < M| f(x)||. El hecho de que f tienda
a 0, sustituyendo los entornos en F de la definicién general por bolas abiertas,
queda asfi:

Para todo € > 0 existe un entorno U de a tal que siz € UN Ay z # a,
entonces || f(x)] < e.

Tomamos ahora € > 0y aplicamos este hecho a €/M, con lo quesiz € UN A
y « # a, tenemos que || f(z)g(z)|| < M||f(x)|| < ¢, y esto significa que fg tiende
a 0. n

Ejemplo Se cumple

2
lim 22 ——=—-1] =0,
(2,4)—(0,0) (x/xQ +y? )
En efecto, basta probar que

22
lim —— —

(@)= 00) /22 432
pues el otro sumando, z2 tiende obviamente a 0, por continuidad. Factorizamos
2z
El primer factor tiende a 0 y el segundo estd acotado, pues se comprueba
facilmente que

T

<2 <1
/1,2+y2

Ahora basta aplicar el teorema anterior. [

El hecho de que la composicién de funciones continuas es continua se traduce
ahora en el hecho siguiente:

Teorema 1.74 Sea f: X — Y yg:Y — Z, sea a € X' y supongamos que
existe
lim f(z) =b

r—a

Yy que g es continua en b. Entonces

g (lim f(a:)) = lim g(f(2)).

Tr—a T—a
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DEMOSTRACION: Sea U un entorno de g(b). Entonces g~ ![U] es un entorno
de b. Existe un entorno V de a tal que si x € V, x # a, entonces f(z) in g~*[U],
luego g(f(x)) € U. Por lo tanto se cumple la definicién de limite. n

Por ejemplo, la continuidad de la raiz cuadrada implica que

2 p—

Ejercicio: Dar un ejemplo que muestre la falsedad de la afirmacion siguiente: Dadas
dos funciones f, g : R — R, si existen lim f(z) = b, lin})g(m) = ¢ entonces existe
r—a xr—

lim
(z,y)—(0,0)

también lim g(f(x)) = c¢. Probar que es cierta si f(z) # b para = # a.

Limites restringidos El limite de una funcién en un punto depende del do-
minio de ésta, por eso es importante lo que ocurre al restringir una funcién a
dominios menores. Por ejemplo pensemos en la funcién f : R — R dada por

f(x):{ -1 siz<0

1 siz>0

Es claro que no tiene limite en 0, pero si lo tienen las funciones f|j_qc 0 ¥
Jho,400[- Si consideramos sélo la parte de la izquierda de la funcién, resulta que
es constante igual a —1, de donde su limite es —1. Igualmente el limite de la
parte derecha es 1. Por ello definimos:

Definicién 1.75 Sea f: AC X — Y, BC Ay a € B’. Definimos

lim f(z) = lim f]p(x).
B

Para el caso de funciones definidas sobre subconjuntos de R se define

dim f(e)= M f@), Mm f@) =l f(),
]—o00,a Ja,+oo[

y se llaman, respectivamente, limite por la izquierda y limite por la derecha de

f en a. También se les llama limites laterales. Su utilidad se debe al teorema

siguiente:

Teorema 1.76 Sea A un subconjunto de un espacio X y f: A — Y. Supon-
gamos que A = B1U---UB,, y que a es un punto de acumulacion de todos estos
conguntos. Entonces existe lim f(x) siy sdlo si existen los limites %m}l f(z) para
T—a -
B;
i=1,...,n y todos coinciden. En tal caso f(x) es igual al limite comin.

DEMOSTRACION: Si existen tales limites y todos valen L, sea V un entorno
de L. Por definicién existen entornos U; de a tales que si x € U; N (AN B;) y
x # a, entonces f(x) € V. Si U es la interseccién de los conjuntos U;, entonces
U es un entorno de a y si z € UN A, = # a, existird un 4 tal que x € B;, luego
f(z) € V, es decir, ;gr}l f(z) = L. El reciproco es més sencillo. n
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Ejemplo Se cumple

) 2
corton "\ Vg
Para comprobarlo calculamos los limites
lim =z #—1:— lim |z #—1207
(x,y;;»(gom Va2 +y? (””’yi,;éo’o) Va2 +y?
2 2
(z,y%om NVerre = (z,y%%:gom = Va2 + 2 t=0
y aplicamos_ el teorema anterior. : =

Ejemplo: la proyeccién cénica Veamos ahora un caso en el que nos aparece
de forma natural el calculo de un limite.

Consideremos de nuevo la esfera S y el cono
C formado al unir el polo sur (0,0 — 1) con los
puntos del ecuador de S. La figura muestra un \/ \7/
corte transversal de S y C. Vamos a probar R /

Un punto (x,y, z) de C estd en el segmento que une el punto (0,0, —1) con
un punto (a, b,0), donde a? + b? = 1. Por tanto serd de la forma

que S\ {N} es homeomorfo a una porcién de C
mediante la aplicacién que traslada radialmente
cada punto.

(z,y,2) =(0,0,—1) + A(a,b,—1), con A € R.
Entonces A = z + 1, luego © = a(z + 1), y = b(z + 1). De aqui se sigue que
z24+1 =422+ y>

Reciprocamente, si un punto cumple esta ecuacién, si z = —1 ha de ser
(0,0,—1), que estd en C, y si z # —1, entonces los valores
T Y

el a z4+1’ 2417

permiten expresar a (z,y, z) en la forma paramétrica anterior, luego se trata de
un punto de C. Nos interesa sélo la porcién de C formada por los puntos con
altura entre —1 y 1, por lo que definimos

C={(z,y,2) ER’ | 24+1= a2 +y2, -1<2<1}.
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Notar que los puntos con z = 1 no estdan en C. El homeomorfismo que bus-
camos ha de transformar cada punto (z,y, z) de S\ {N} en un punto (Az, \y, z),
donde X\ > 0 es el adecuado para llegar a C. La condicion es

(Az)? +(Ay)? =z +1

y, teniendo en cuenta que los puntos de la esfera cumplen /22 + y2 = /1 — 22,

1+ 2 B 1+2

- Va2 V1-2

Por lo tanto f : S\ {N} — C serd la aplicacién dada por

o= (e )

La inversa se calcula sin dificultad a partir de esta expresién:

9(z,y, 2 <\/1;z \lilz ) xy, )7&(0’07_1%

y por supuesto ¢(0,0,—1) = (0,0, —1).
Obviamente f es continua. Lo mismo vale para g en todos los puntos salvo en
(0,0, —1). Para probar la continuidad en este punto hacemos uso de la igualdad

1+ 2 = /22 + 42, que cumplen todos los puntos de C, la cual nos permite
expresar g como

2
g(my, ( \/\/m ,y\/ﬁ—l,z:).

Basta probar que

2 2
lim o 1,y | —— —1,2] = (0,0, -1),
(z,y,2)—(0,0,—1) ( \/\/:c2 + 92 Y \/\/:ﬁ + y? ) ( )

pero los dos primeros limites son el que hemos calculado como ejemplo a lo largo
de la seccion.

Asi pues, f es un homeomorfismo entre S\ {N} y C. Ahora bien, es in-
mediato comprobar que la proyeccién sobre el plano XY es un homeomor-
fismo entre C' y la bola abierta de centro 0 y radio 2 (la aplicacién inversa es
(z,y) — (z,y, =14 /22 + y?), claramente continua), con lo que la composicién

= (i)
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es un homeomorfismo entre S \ {N} y dicha bola. Mds ain, si componemos
la inversa de la proyeccién estereografica con esta aplicaciéon obtenemos un ho-
meomorfismo entre R? y el disco abierto. Es facil ver que la composicién es

He.y) = <2x Va2 +y? 2y\/x2+y2>

22 4+y2 417 2249241

Si quitamos los doses obtenemos un homeomorfismo ¢ : R> — D, donde D
es la bola abierta (euclidea) de centro 0 y radio 1. Concretamente:

t(z,y) = (I\/x”y2 y\/f2+92>.

w24y + 1722 2 41

Si restringimos esta aplicacién a R, es decir, a los puntos (x,0) obtenemos
un homeomorfismo entre R y el intervalo |—1, 1[. Concretamente

z|z|

t(x) =

(@) 2 +1

He aqui su gréafica:
0.75
0.5
0.25
= -1 1 2

-0.25
-0.5
-0.75

Si lo restringimos a ]0, +00[ obtenemos un homeomorfismo entre este inter-

valo y ]0,1[. A saber:
2

x
tr) = ———.
(@)= 57
A partir de aqui es facil ver que dos intervalos abiertos cualesquiera (acotados
0 1n0) son homeomorfos. "

Limites infinitos Consideremos ahora limites de funciones con valores en
R =RU{—00,4+00} 0 en C*® = CU{o0}. Recordando que los entornos basicos
de +o0 son los intervalos | M, +0o¢], es claro que

lim f(z) = +o0

Tr—a
significa que para todo M > 0 existe un entorno U de a tal quesix € U, = # a
estd en el dominio de f, entonces f(x) > M. Similarmente ocurre con —oc.
Que el limite valga oo significa que para todo M > 0 existe un entorno U de a
tal que si z € U, x # a estd en el dominio de f, entonces |f(x)| > M.

Es facil probar que los teoremas del estilo de “el limite de la suma es la suma
de los limites” etc. valen también en los casos siguientes:

+00 + (+00) = 400, —00+ (—00) = —o0,
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+o00+a=+00, —o0+a=-—-00, OO+a=0o0,

(+00)(4+00) = +00, (—00)(—00) =400, 0000 = 0.

sia>0, (+o00)a=400, (—00)a= —00;
sia<0, (+00)a=—00, (—00)a=+oc.
a a a
Si 0 = —=—=0, - =o0.
ia#0, ooa= o0, T - = , =™

Por ejemplo, la igualdad +00 + (+00) = 400 es una forma de expresar que
la suma de dos funciones f, g : A C X — R que tienden a 400 en un punto
a € A, tiende también a +oco. La prueba es sencilla: dado un M > 0 existen
entornos U y V de a tales que si z € UN A’ entonces f(x) > M/2ysiz € VNA'
entonces g(z) > M/2, con lo que si z € UNV N A entonces f(z) + g(z) > M,
luego se cumple la definiciéon de limite. Similarmente se prueban todas las
demas.

Calculo de limites Estudiamos ahora los limites mas simples y frecuentes.
Comencemos con los limites en infinito de los polinomios. Obviamente

lim x = Zo0.
r—+oo

Aplicando n veces la regla (+00)(+00) = +00 vemos que si n > 0 entonces

lim 2" = 4o0.
r——+o0
El limite en —oo serd obviamente (—1)™ co. Sin < 0 usamos la regla 1/4+00 = 0
y si n = 0 tenemos que z° es la constante 1, luego en total:

400 sin >0,
lim 2" = 1 sin=0,
e 0 sin<o.

El limite en —oc difiere sélo en el primer caso, de forma obvia.
Para calcular el limite de un polinomio multiplicamos y dividimos por la
potencia de z de mayor grado:

3 1 2 5
Im 82° =3z 423 +2r—5= lim 2° (8- "+ =+ = - = | = 4.
r—400 r—400 x x? xt xd
En general, si p(z) € R[z] no es constante, se cumple Hrf P(z) = +oo,

donde el signo depende en forma obvia del signo del coeficiente director de P
y de la paridad del grado si tendemos a —oco. En C*° todos los polinomios no
constantes tienen limite co.

En particular vemos que, a diferencia de casos como 1/00 0 400 + 00, no
hay una regla general para calcular un limite de la forma 400 — co. En efecto,
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los tres limites siguientes son de este tipo y cada uno da un resultado distinto.
Por ello se dice que +0o0 — 0o es una indeterminacion.

lim 2° — 22 = 400, lim 2?2 —2°=—-0c0, lim (z+2)—(z+1)=1.
T— 400 r——+00 T——+00
Nos ocupamos ahora de los limites de fracciones algebraicas (cocientes de
polinomios). El ejemplo siguiente ilustra el caso general:

. 6t =33 241 . 6-32+L4+ L 6
im 1 5 = lim 1 5 5 =5 =3.
gotoo 2% + 04 =204+ 2 w4024 5 — S 4+ 5 2

Es claro que el limite en 0o del cociente de dos polinomios del mismo grado
es el cociente de los términos directores. Si los grados son distintos, al dividir
entre la potencia de mayor grado obtenemos 0 si el grado del denominador es
mayor y oo si es mayor el del numerador, donde el signo se calcula de forma
obvia. Esto vale igualmente (salvo lo dicho de los signos) para limites en C*.

Vemos, pues que el caso co/oo es también una indeterminacion.

Por ejemplo, antes hemos probado que la funciéon

z|z|
2 +1

t(x) =
es un homeomorfismo entre R y el intervalo ]—1, 1[. Ahora es claro que

lim = +1,

T—Fo0
luego si definimos (400) = +1 tenemos una biyeccién continua t : R — [—1, 1].
En el capitulo siguiente veremos que es un homeomorfismo.

Ejercicio: Calcular t~' y probar que es continua.

1.7 Convergencia de sucesiones

Si los limites de funciones tienen especial interés en el calculo diferencial, en
topologia son més importantes los limites de sucesiones, que en realidad son un
caso particular de los primeros.

Definicién 1.77 Una sucesion en un conjunto X es una aplicaciona : N — X.
Se suele representar {a,}°2 , 0, més graficamente:

a’Oa a’17 0/2, a’37 a’na

En realidad, lo tnico que nos interesa de una sucesién es el orden en el
que se suceden sus elementos, y no la numeracion que éstos reciben. Por ello
en la practica admitiremos sucesiones que comiencen en indices mayores de 0.
Por ejemplo, la sucesion {n}22, y la sucesién {n — 7}52, son conjuntistamente
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distintas, pero para nosotros seran la misma sucesion, la sucesion de los niimeros
naturales.

Por simplicidad, en teorfa hablaremos siempre de sucesiones {a,}°2, aun-
que en la practica comenzaremos a partir del indice que mas convenga.

La razén por la que estas diferencias no nos van a afectar es que sélo nos van
a interesar las propiedades finales de las sucesiones. Diremos que una sucesion
{an}52, cumple finalmente una propiedad si existe un ng € N tal que a,, cumple
la propiedad para todo n > nyg.

Por ejemplo, una sucesién es constante si todos sus términos son iguales a
un cierto elemento x. Una sucesién es finalmente constante si es constante a
partir de un término. La sucesion siguiente es finalmente igual a 5:

3a 17 _27 87 5) 5a 57 57 5a 57

Una subsucesion de {a, }52 es una sucesion de la forma {a,, }3°,, donde
{ni}32, es una sucesién estrictamente creciente de niimeros naturales, es decir,
si k < k’, entonces nj < ny.

Una observacion ttil es que en estas condiciones siempre se cumple £k < ng.
Se prueba facilmente por induccién sobre k.

Definicién 1.78 Sea X un espacio topoldgico, I € X y {a,}22, una sucesién
en X. Diremos que a, converge a [ si esta finalmente en todo entorno de I, o
sea, si para cada entorno V de [ existe un ng € N tal que a,, € V para n > nyg.

Asi pues, una sucesién converge a un punto [ si estd finalmente alrededor
de [, es decir, si todos sus términos salvo un ndmero finito estdn en cualquier
entorno de [ prefijado.

Si X es un espacio de Hausdorff y {a,, }52, converge en X, entonces el punto
al cual converge es tinico, pues puntos distintos tienen entornos disjuntos, y una
sucesion no puede estar finalmente en dos conjuntos disjuntos. Representaremos
por

lim a,,
n

al tnico limite de la sucesion {a,}52, en un espacio de Hausdorff, cuando éste
exista.

Veamos ahora que esta nocién de limite es un caso particular del que hemos
estudiado en la seccién anterior. Consideremos N> = NU {oo} con la topologia
inducida desde C*>. Es facil ver que la topologia en N es la discreta y una base
de entornos de oo la forman los conjuntos {n € N | n > ng} U {co}. En estos
términos, una sucesién {a, 5, converge a un punto [ si y sélo si para todo
entorno U de [ existe un entorno V de oo tal que si n € V, n # oo entonces
an € U, es decir, si y s6lo si la sucesion, vista como funciéon N — X converge
a | cuando n tiende a co. En tal caso

lima, = lim a,.
n n—oo

Sabiendo esto, todos los resultados generales para limites de funciones valen

para sucesiones, por ejemplo, el limite de la suma de dos sucesiones de nimeros
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reales es la suma de los limites, etc. Veamos ahora algunos hechos especificos
sobre sucesiones:

Una sucesion converge si y sélo si converge finalmente, es decir,
{an}% converge al si y sdlo si la sucesion {a,}5°, converge a l.
En particular, las sucesiones finalmente constantes convergen.

(Esto es consecuencia de que el limite de una funcién en un punto — el
punto oo en este caso— depende sélo del comportamiento de la funcién en un
entorno del punto).

SiAC X, {an}32y C Ayle A, entonces {a,}2, converge al en
A si y solo si converge al en X.

(Pues los entornos de | en A son las intersecciones con A de los entornos de
l en X y, como la sucesion estd en A, es equivalente que esté finalmente en un
entorno de [ en A o que esté finalmente en un entorno de [ en X.)

Este hecho nos dice que la convergencia depende exclusivamente de la su-
cesién y de su limite, y no del espacio en el que los consideremos (siempre que no
cambiemos de topologia, claro estd). Sin embargo, también de aqui se desprende
que una sucesién convergente deja de serlo si eliminamos su limite. Por ejemplo,
la sucesién {1/n}S°, no converge en el espacio ]0,1], pues si convergiera a un
punto [, tendriamos que en R deberia converger a la vez a l y a 0.

Si una sucesion converge a un punto l, entonces todas sus subsuce-
siones convergen a l.

Pues si {a,}32, converge a [y {a,,}7>, es una subsucesién, para todo
entorno U de [ existe un ng tal que si n > ng se cumple a,, € U, pero si k > ng
entonces ny > k > ng, luego a,, € U.

No podemos continuar nuestro estudio de las sucesiones sin introducir un
nuevo concepto. Sucede que las sucesiones no se comportan adecuadamente en
todos los espacios topoldgicos, sino solo en aquellos que cumplen la siguiente
propiedad adicional, por lo demas muy frecuente:

Definicién 1.79 Un espacio X cumple el primer axioma de numerabilidad
(1AN) si para todo punto = € X existe una base de entornos de x de la forma

{ValnZo-

Esta propiedad la tienen todos los espacios métricos, pues si x es un punto
de un espacio métrico, una base de entornos de z la forman los conjuntos
{Bi/n(2)}5Z,. Asi pues, todos los espacios que manejamos cumplen 1AN. En
el caso de C*, en lugar de considerar la métrica inducida desde la esfera, es
mas facil considerar directamente la base de entornos de oo formada por los
conjuntos siguientes:

E,={2€C| |z >n}U{oc}, paran=12,...
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En R, una base de entornos de +o0 es {|n, +00] } }32, y una base de entornos
de —oo es {[—00,n[}}52, luego este espacio también cumple 1AN.

Observemos que si X es un espacio que cumple 1AN y z € X, podemos
tomar una base de entornos de x de la forma {V,,}52, que cumpla ademds

Voo 2 Wi D I 5% > Vi D

Si una base dada {W,,}52, no lo cumple, tomamos V;, = WoN---NW,, y asi
tenemos las inclusiones indicadas. Todas las bases de entornos de los ejemplos
que acabamos de dar son decrecientes en este sentido.

Consideremos ahora esta sucesion:
]-7 _]-7 ]-7 _]-7 1u _1a ]-7 _]-7 ]-7 _17 ]-7 _]-7

Es obvio que no es convergente, pero sin duda hay dos puntos “especiales”
para esta sucesion, el 1 y el —1. Quiza el lector se sienta tentado de afirmar que
se trata de una sucesién con dos limites, pero nuestra definicién de limite no
admite esa posibilidad. Vamos a dar una definicién que describa esta situacion.

Definiciéon 1.80 Un punto x de un espacio topoldgico X es un punto adherente
de una sucesién {a,}2, en X si para cada entorno V de z y cada nimero
natural n existe un niimero natural m > n tal que a,, € V.

Es decir, si la sucesién contiene puntos arbitrariamente lejanos en cualquier
entorno de x o, si se prefiere, si la sucesién contiene infinitos puntos en cada
entorno de x.

En estos términos, la sucesion {(—1)"}22, que hemos puesto como ejemplo
tiene exactamente dos puntos adherentes, 1 y —1.

Teorema 1.81 Sea X un espacio 1AN. Un punto x € X es un punto adherente
de una sucesion {a, 152 si y sdlo si ésta contiene una subsucesion que converge
acz.

DEMOSTRACION: Si z es un punto adherente de la sucesion, sea {V,,}5°
una base decreciente de entornos de z. Existe un punto a,, € Vj. Existe un
natural nq > ng + 1 tal que a,, € Vi. Existe un natural no > n; + 1 tal que
an, € V2. De este modo obtenemos una subsucesién {a,, }7>, tal que cada
Gn, € Vi y, como la sucesién de entornos es decreciente, en realidad V}, contiene
todos los términos de la subsucesion posteriores a a,, , luego la subsucesién que
hemos obtenido estd finalmente en cada entorno Vj, es decir, converge a x.

Reciprocamente, si hay una subsucesién que converge a x, dicha subsucesién
estd finalmente en cualquier entorno de x, luego dicho entorno contiene infinitos
términos de la sucesién dada. n

En particular vemos que una sucesion convergente no tiene mas punto ad-
herente que su limite.

La continuidad de funciones puede caracterizarse en términos de sucesiones:



1.8. Sucesiones y series numéricas 47

Teorema 1.82 Sea f : X — Y wuna aplicacion entre espacios topoldgicos y

supongamos que X cumple 1AN. Sea x € X. Entonces f es continua en x

st y sdlo si para cada sucesion {a,}°2, C X tal que lima, = x, se cumple
n

h’TILn flay) = f(x).

DEMOSTRACION: Supongamos que f es continua en . Sea V un entorno de
f(x). Entonces f~1[V] es un entorno de z y la sucesién {a,, }° , esté finalmente
en f71[V], luego {f(an)}S2, estd finalmente en V, o sea, h'rrln flan) = f(x).

Reciprocamente, supongamos que f no es continua en x. Entonces existe
un entorno V de f(z) tal que f~[V] no es entorno de z. Sea {V,,}22, una
base decreciente de entornos de x. Para cada natural n, no puede ocurrir que
V,, C f71V], luego existe un punto a,, € V,, tal que f(a,) ¢ V.

Como la base es decreciente, todos los términos posteriores a a,, estan en
Vi, luego la sucesién {a,}32, estd finalmente en cada V;,, con lo que converge
a . Sin embargo la sucesion {f(ay)}S2, no tiene ningin término en V, luego
no converge a f(x). "

Los puntos adherentes se caracterizan por sucesiones:

Teorema 1.83 Sea X un espacio topoldgico que cumpla 1AN. Sea A C X. En-
tonces A estd formado por los limites de las sucesiones convergentes contenidas
en A.

DEMOSTRACION: Si [ es el limite de una sucesién contenida en A, entonces
todo entorno de I contiene puntos de la sucesién, es decir, puntos de A, luego
1€ A

Reciprocamente, si x € A, tomamos una base decreciente {V},}°°, de en-
tornos abiertos de z. Como V,, N A # O, existe un a, € V,, N A y la sucesiéon
{an}22, asi construida converge a x, y estd contenida en A. "

En particular, un conjunto A es cerrado si y sélo si el limite de toda sucesién
convergente contenida en A, estd en A, es decir, si no es posible “salir” de A
mediante sucesiones.

Veamos como puede aplicarse este hecho: supongamos que una sucesién de
nimeros reales cumple lima,, =1y a, < 5 para todo n. Entonces la sucesion
n

estd contenida en el intervalo cerrado |—oo, 5], luego su limite también, es decir,
podemos concluir que [ < 5.

Ejercicio: Probar que si dos sucesiones convergentes de ntimeros reales cumplen
an < by, para todo n, entonces lim a,, < limb,.
n n

1.8 Swucesiones y series numéricas

Vamos a estudiar algunos casos concretos de limites de sucesiones en K.
Consideremos en primer lugar la sucesién {r"}22,, donde r € R. Vamos a
calcular su limite.
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Supongamos primero que r > 1. Sea s =r —1 > 0. Entoncesr =1+ sy
por el teorema del binomio de Newton

r”:(1+s)":1+ns+z(Z>Sk>ns.
k=2

Sabemos que limns = 4o00. Del hecho de que {ns}>2, esté finalmente en
n

cada entorno bésico de +o0, de la forma |M, +00], se sigue claramente que lo
mismo le sucede a {r"}°2, luego si 7 > 1 concluimos que lim r" = +o0.
n

Si r =1 es obvio que limr™ = 1.
Si 0 <7 <1 entonces
1 1

lmr"” = lim ———

1 A T s

Sir = 0 es obvio que h'Tan r" =0.

En lugar de analizar ahora el caso 7 < 0 consideraremos en general r € K.

Si |r| > 1, entonces h'gn [rm| = h’gn |r|™ = 400, de donde es ficil deducir a
partir de las meras definiciones que h'Trln r" = oco.

Si |r| < 1, entonces h’;n |r™| = 0, de donde también se sigue que liTILn r = 0.

Puede probarse que si |r| = 1 el limite no existe salvo en el caso r = 1. Por
ejemplo, ya hemos visto que lim(—1)™ no existe, pues se trata de la sucesién
n

1,-1,1,-1,1,—1,...

Definicién 1.84 Una sucesion {a, }22 , es mondtona creciente si m < n implica
am < a,. La sucesidon es estrictamente creciente si cuando m < n entonces
am < an. Igualmente se definen las sucesiones mondtonas decrecientes y las
sucesiones estrictamente decrecientes. Una sucesion es mondtona si cumple
cualquiera de estas cuatro propiedades.

El interés de las sucesiones mondtonas estriba en que podemos probar que
son convergentes sin necesidad de calcular su limite. Esta clase de resultados
de convergencia proporcionan la técnica més importante para definir nimeros
reales, expresandolos como limites de sucesiones sencillas.

Teorema 1.85 Toda sucesion mondtona creciente converge a Su Supremo en

R, y toda sucesion mondtona decreciente converge a su infimo en R.

DEMOSTRACION: Por supremo de una sucesién {a, }5° , entendemos el su-
premo del conjunto {a, | n € N}. Sea s este supremo y supongamos que es
finito. Entonces un entorno bdsico de s es de la forma |s — €, s + €[, para un
€ > 0. Como s — € no es una cota superior de la sucesion, existe un natural m
tal que s — € < a,, < sy, por la monotonia, s — € < a,, < s para todo n > m,
es decir, que la sucesién estd finalmente en el entorno. Una ligera modificacién
nos da el mismo resultado si s = 400 0 si la sucesién es decreciente. L]

Prestaremos ahora atencién a un tipo especial de sucesiones de particular
interés. Se trata de las llamadas series numéricas.
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Definicién 1.86 Llamaremos serie determinada por una sucesién {an,}52, en

k o0 )
K a la sucesién { > an} . La representaremos por Y. a, 0, méis gréfica-
n=0 k=0 n=0

mente, por

a + a + a + a3 + a + a5 +

k
Los términos Y a, se llaman sumas parciales de la serie. Si es convergente, su
n=0

o0

limite se llama suma de la serie y se representa también por > a,. Esto nunca
n=0

lleva a confusion.

Asi pues, una serie es una suma con infinitos sumandos. Una serie de
términos positivos es, como su nombre indica, una serie en R tal que todos los
términos a,, son positivos. Vista como sucesién, una serie de términos positivos
es estrictamente creciente, luego converge en R. De todos modos es costumbre
llamar divergente a una serie cuya suma sea +00.

Una progresion geométrica es una sucesion en la que cada término se obtiene
del anterior multiplicindolo por un nuimero fijo llamado razén. Por lo tanto,
si el primer término de una progresién geométrica es ag y la razén es 7, los
términos siguientes serdn a; = agr, ay = agr?, a3 = agr®, ...y, en general,
an =agr™.

Una serie geométrica es una serie asociada a una progresiéon geométrica, o

(oo}
sea, una serie de la forma Y ar™.
n=0

Una suma parcial es de la forma
a(l4+7+7r24 - +r").
Es conocida la identidad
1= =11 +r+ri4- 4,

luego si r # 1 tenemos que

n+1 n+1
9 " ar —-a a-—ar
al+r+r"+---+7r") = =
( ) r—1 1—7r 7
y de aqui,
0 1
3w =i 4
ar™ = lim
1—7r

Si |r| > 1 sabemos que lim ar™ ™! = oo, de donde se sigue que la serie diverge.
n

Por otro lado, si |r| < 1, entonces lim ar™*! = 0, luego
n

o0

a
Zar”: T




50 Capitulo 1. Topologia

Por ejemplo:

LR SRS N S S
2 48 16 32 1L

Asi pues, las series geométricas convergen cuando la razon tiene mddulo
menor que 1, y su suma es el primer término dividido entre 1 menos la razoén.

Ejemplo: expansiones decimales Es conocido que todo niimero natural n
T
puede expresarse de la forma n = 3 a;10%, donde ag,aq,...,a, son nimeros
i=1
naturales menores que 10. Ademads, para n # 0 la expresion es tnica si exigimos
a, # 0. De hecho usamos esta expresion para nombrar a cada nimero natural,
por ejemplo
4.275 =4-10%42-10% + 7-10* +5- 10°.
Mas en general, dado un nimero natural k£ > 2, todo nimero natural puede
.
expresarse en la forma Y a;k*, donde ag,aq,...,a, son nimeros naturales me-
i=0

nores que k.

Vamos a extender esta notacién para nombrar a ciertos niimeros racionales.
En lo sucesivo, una expresién como ésta: 23,472 representara al niimero

2:10'+3-10°4+4-107"+7-10724+2-107%.

Es decir, del mismo modo que el 2 se interpreta multiplicado por 10, el
primer nimero a la derecha de la coma se considerard dividido entre 10, el
segundo entre 100, etc. De este modo, los niimeros

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

dividen al intervalo unidad en 10 partes iguales. Cada una de estas partes se
divide a su vez en 10 partes anadiendo una cifra mas, por ejemplo:

0,3 0,31 0,32 0,33 0,34 0,35 0,36 0,37 0,38 0,39 0,4

es una divisién del intervalo [0,3, 0,4] en 10 partes iguales.

Por supuesto podemos usar otras bases diferentes de 10. Por ejemplo, en
base 10 tenemos que 1/2 =5/10 = 0,5. En base dos, en cambio, 1/2 =0, 1.

Los numeros racionales expresables de esta forma se llaman nimeros deci-
males ezactos.

Tomemos ahora un nimero natural k& > 2 y sea {a,}22; una sucesién de
nimeros naturales menores que k. Entonces

T T oo l
Dak < (k-1 k< (k-1 k"= (k_1)1_kl —1.
n=1 n=1 n=1 k

(oo}
Por lo tanto, el supremo de las sumas parciales de Y a,k~™ es menor o
n=1

igual que 1, luego 0 < >~ a, k™™ < 1.
n=1
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Esto nos permite extender nuestros desarrollos decimales hasta admitir un
nimero infinito de cifras. Por ejemplo: 532,11111... representa al nimero

5-10243-10'+2-10°+1-107*4+1-1072+1-1072+1-10"* + - --

Como > 107" = 1/9, tenemos que 532,11111...= 532 + 1/9.

n=1
Notar que las sucesiones finalmente nulas nos dan los decimales exactos:

3,67 = 3,6700000. ..

El interés de usar infinitas cifras decimales es que todo ntimero real positivo
es expresable mediante uno de estos desarrollos, es decir, si £ es un niumero
natural mayor o igual que 2, todo nimero real positivo = se puede escribir como

T = ZT: b, k" + i ank™",
n=0 n=1

donde los coeficientes son nimeros naturales menores que k.
Vamos a probarlo para k = 10 y = v/2, aunque el procedimiento es com-
T
pletamente general. La parte > b,k™ del desarrollo buscado no es sino el

n=0
desarrollo decimal de la parte entera de x. En nuestro caso, como 1 < 2 < 4,

resulta que 1 < /2 < 2, luego la parte entera es 1.
Dividimos el intervalo [n,n + 1] en el que se encuentra x en 10 partes, que
en nuestro caso son

1 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2

Nuestro niimero = debe estar en uno de los 10 intervalos. En nuestro caso,
como

(1,002 = 1 (1,52 = 2,25
(1,12 = 1,21 (1,6)2 = 2,56
(1,22 = 1,44 (1,7)? = 2,89
(1,32 = 1,69  (1,8)2 = 3,24
(1,42 = 1,96 (1,92 = 3,61

resulta que (1,4)% < 2 < (1,5)2, luego 1,4 < v/2 < 1,5. Procediendo del mismo
modo podemos ir obteniendo las desigualdades siguientes:

1 <vV2< 2
1,4 <vV2< 1,5
L4l <2< 1,42
1,414 <2< 1,415

En general, la n-sima cifra se obtiene como la maxima que hace que el
decimal exacto correspondiente sea menor o igual que . Ahora probemos que
la sucesion asi obtenida converge a x, es decir, probemos que

V2 = 1,4142135623730950488016887. . .
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No olvidemos que S = 1,4142135623730950488016887. . . es por definicién la
suma de una serie cuyas sumas parciales son 1; 1,4; 1,41; 1,414...

Por construccién cada suma parcial es menor que v/2, luego la suma de la
serie, que es el supremo de dichas sumas, cumple S < /2.

Ahora bien, tenemos que 1 < S < /2 < 2, luego la distancia |v2 — S|
|2 — 1] = 1. Igualmente 1,4 < S < /2 < 1,5, luego |[v/2 — S| < [1,5 — 1,4
0,1 = 1/10 y, del mismo modo, 1,41 < § < V2 < 1,42, luego |\/_— S|
|1,42 — 1,41| = 0,01 = 1/100.

En general concluimos que 0 < \\/_ — S| < 107" para todo nimero natural
n. Como la sucesién 10~" tiende a 0 concluimos que 0 < [v/2 — S| < € para
todo € > 0, lo cual sélo es posible si |v/2 — S| =0, o sea, si S = /2.

Esto prueba también que al truncar un nimero real (es decir, al quedarnos
con un numero finito de sus decimales) obtenemos una aproximacién tanto mejor
cuantas mas cifras conservemos. Por ejemplo, el nimero racional 1,4142 no es
V2, pero se diferencia de v/2 en menos de 1/10000. Su cuadrado no es 2,
obviamente, pero es 1,99996164, que dista de 2 menos de 1/10000. En muchas
ocasiones y a efectos préacticos esto es mas que suficiente.

IA A

Es importante notar que los desarrollos no son tnicos, pues por ejemplo es
claro que

1=0,99999...; 0,1=0,099999...; 0,01 =0,0099999...

En general, si una sucesién {a, }°2; es finalmente igual a k — 1 (digamos a
partir de a,, ), entonces

0,a1as.. .an,l(k — 1)(k’ - 1)(]{5 - 1). ..=0,a1as.. .anfg(anfl + 1),
pues

k

k-1
0,&1@2. . .an_l(k — 1)(k} — 1)(k‘ - 1). o= O,alag. e Qp—1 + Z e

=0,a1as...ap-1+ I =0,a1a2...an_2(an_1—|—l).

kn—
O sea, toda expresién finalmente igual a £ — 1 admite una expresién exacta
sumando 1 a la cifra anterior al primer £ — 1 de la cola constante.
Si no admitimos sucesiones finalmente iguales a k — 1 el desarrollo es tnico.
En efecto, supongamos que 0,aqas...= 0,b1bs... Sea a,, # b, la primera cifra
diferente. Digamos que a, < b,. Tenemos que

o0 o0
0,a1a9...0n_1 + Z bk~ =0,a1a0...ap, — 1+ Z a k™",
r—n

luego
b = R > R > R 1
k—n+2b,.k =24+ > ek <2+ Y (k-1k +—.

kn k ok kn
r=n-+1 r=n-+1 r=n+1
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Notar que la desigualdad es estricta porque no todos los a, son iguales a k—1
(no aceptamos desarrollos finalmente iguales a k —1). Por lo tanto b, < a,, + 1,
o sea, b, < a,, contradiccién.

El algoritmo de Euclides para dividir nimeros naturales es valido para calcu-
lar el desarrollo decimal de cualquier niimero racional:

1,000000| 7
10 0,14284
30
20
60
30
2

Asi pues, 1/7 = 0,1428428428428. .. La razén por la que el algoritmo es
vélido es que los cédlculos que realizamos pueden expresarse de un modo menos
préactico, pero conceptualmente mas claro, de la forma siguiente:

1 1 1 10 1 3 1 1 30

? = 0+?—0+1—0'7—0+1—0'(1+?)—0"‘1—0'%'7
1 1 2 1 1 1 20

- SN 7Tl R S 4
0+ 10 100 ( +7) 0+ 10 100 + 1.000 7

Una consecuencia importante es que, como los restos posibles son un niimero
finito, tras un ndmero finito de pasos hemos de obtener un resto ya obtenido
previamente, y como cada cifra del cociente depende exclusivamente del iltimo
resto, resulta que las cifras se repiten ciclicamente. En el caso de 1/7 el grupo
de cifras que se repite es 428. Para indicar esto se suele usar la notacién 1/7 =

0,14 428.

El bloque 428 se suele llamar periodo del numero. El bloque de cifras deci-
males previas al periodo (que puede no existir) se llama anteperiodo (1 en este
caso), luego en la expresién decimal de un nimero racional podemos distinguir
la parte entera, el anteperiodo y el periodo.

Reciprocamente, todo niimero cuya expresion decimal sea de esta forma es

un ndmero racional. Vedmoslo con un ejemplo. r = 37,195 513. Vamos a
encontrar una fraccién igual a r. El método es general. Multiplicamos por un
1 seguido de tantos ceros como cifras hay en el periodo mas el anteperiodo:

(100.000)r = 3.719.513,513 .

Le restamos r multiplicado por un 1 seguido de tantos ceros como cifras hay en
el anteperiodo:

(1.000.000)r — (1.000)r = 3.719.513 + 0,513 —3.719 — 0, 513= 3.715.794.

Por consiguiente
~3.715.794

999.000
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Un problema que surge a menudo es el de determinar si una serie dada an es
o no convergente. Lo mas elemental que puede decirse al respecto es que para
que una serie converja su término general ha de tender a 0. En efecto:

o0
Teorema 1.87 Sea {a,}22, una sucesion en K. Sila serie Y a, es conver-
n=0
gente, entonces lima, = 0.
n

k
DEMOSTRACION: Sea S, = Y. an. Que la serie converja a un ntimero
n=0

L significa por definicion que existe h'in Sr = L. En tal caso también existe

h’in Sip_1 = L, pues es el limite de una subsucesién, y entonces
h’lgnak == h’;n(Sk - Sk—l) =L-L=0.

Asi, si no sumamos cada vez cantidades mé&s pequefias la serie no puede
converger. El reciproco es tentador, pero falso. Basta considerar la serie deter-
minada por la més sencilla de las sucesiones que tienden a 0:

(oo}
Ejemplo La serie ) % es divergente.
n=1

En efecto, observemos que

S, = 1,
1

Sy = 1+§,

PR L P S B

Sg = S4+é+é+%+%>54+§>1+%+%+%.

En general Son > 1+ 5, y esta sucesién tiende a +oo, luego las sumas
parciales no estan acotadas y la serie diverge. L]

Se conocen muchos criterios para determinar el caracter convergente o di-
vergente de una serie. Por ejemplo, el siguiente es aplicable a series de términos
positivos.

Teorema 1.88 (Criterio de D’Alembert) Sea {a,}>2 , una sucesion de ni-
meros reales positivos tal que exista lim % =L € R. Entonces:
n n

a) Si L <1 la serie {a,}52, es convergente.

b) Si L > 1 la serie {a,}22, es divergente.
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DEMOSTRACION: a) Sea € > 0 tal que L+¢ < 1. Entonces |—00, L + €[ es un
entorno de L, y por definicién de limite existe un natural ng tal que si n > ng

entonces a;“ < L+ € o, lo que es lo mismo, a,+1 < an(L + €). Asi pues,

Uno+1 <  Gno(L +€),
no+2 < ano+1<L + 6) < np, (L + 6)2’
Ungt3 < Gporo(L+€) < an,(L+€)3, ...

En general, si n > ng, se cumple que

n—mn. an n
an<an0(L+6) OZW(L-FE) .

De aqui que si k > ng,

k k k )
Ay n Qng n
g ap < E ap + - E (L+e¢) < E (L+¢€e)" < 400,
n=0 n=0 (L + 6) ’ n=ngp+1 (L + 6) ’ n=ng+1

donde la ultima serie converge porque es geométrica de razén L +€ < 1. La
o0

serie Y a, es de términos positivos y sus sumas parciales estdn acotadas, luego
n=0

converge.

b) Sea ahora € > 0 tal que 1 < L —e. Igual que en el apartado anterior existe
un natural ng tal que si n > ng entonces a,+1 > a,(L — €), de donde se deduce
igualmente que si n > ngy entonces

Qn

Ay > W(L — e)n7
y por consiguiente, para k > ny,
k no a k
2oanz ) antpmgn 2 (B
n=0 n=0 n=no+1

pero ahora la 1ltima serie diverge, pues es geométrica de razén mayor que 1,
luego sus sumas parciales no estdn acotadas, y las de la primera serie tampoco.
Asi pues, ésta es divergente. [

En el caso de que el limite L exista y valga 1 no es posible asegurar nada,
hay casos en los que esto ocurre y la serie converge y casos en los que diverge.

oo
Ejemplo Si M > 0, la serie >, M? o5 convergente, pues por el criterio de
n=0

n!
D’Alembert,
Mnt+L o M
L=llm——:—=lim——=0< 1.
n (n4+1)! " nl n n+1l
M = .

Incidentalmente, esto prueba también que lim
n
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Notar que hemos determinado el cardcter de la serie, pero no hemos dicho
nada sobre el cédlculo efectivo de su limite. La razon es que no hay nada que
decir. Por ejemplo, en el caso mas simple, M = 1, el nimero

es un numero “nuevo”, en el sentido de que no es racional, ni la raiz cuadrada
de un numero racional, ni en general expresable en términos de otros nimeros
ya conocidos. Més adelante demostraremos que de hecho se trata de un nimero
trascendente sobre Q. El tinico sentido en que podemos “calcularlo” es en el de
obtener aproximaciones racionales sumando términos de la serie. El resultado
es

e = 2,7182818284590452353602874. . .
| ]

Para acabar demostraremos un criterio valido para las llamadas series alter-
nadas, es decir, para series de nimeros reales en las que los términos sucesivos
tienen signos opuestos:

Teorema 1.89 (Criterio de Leibniz) Sea {a,}>2, una sucesion de nimeros

o0
reales positivos decreciente y convergente a 0. Entonces la serie > (—1)"a, es
n=0
convergente.

DEMOSTRACION: Consideremos primero las sumas parciales pares. Por
ejemplo:

Se = (ag — a1) + (a2 — a3) + (ag — as) + as.

Teniendo en cuenta que la sucesion es decreciente, los sumandos asi agrupa-
dos son todos mayores o iguales que 0, luego en general Sy, > 0.

Por otra parte, Sg = Sg + (—ay + a8) < Sg, luego la sucesion {S2,}52  es
monotona decreciente y acotada inferiormente por 0. Por lo tanto converge a
un numero L.

Ahora, So, 11 = Sap + aon11, luego existe 11;1;11 Son+1 = L +0.

Es facil comprobar que si las dos subsucesiones {S2,}°2 ¢ v {S2n+1}22,
convergen a un mismo nimero L, entonces toda la sucesién {S,}52, converge
a L, es decir, la serie converge. L]

o0
Por ejemplo, la serie ) (71)"“% es convergente. De nuevo no tenemos

més medio para calcular gu 1h’mite que aproximarlo por una suma parcial. En
realidad, cuando hacemos esto necesitamos saber cual es el error cometido, para
determinar el numero de cifras decimales correctas. Por ejemplo, las primeras
sumas parciales de esta serie son:
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11 11 0,73654 | 21 0,71639 | 31 0,70901
2 0,50000 | 12 0,65321 | 22 0,67093 | 32 0,67776
3 0,83333 |13 0,73013 | 23 0,71441 | 33 0, 70806
4 0,58333 |14 0,65870 | 24 0,67274 | 34 0,67865
5 0,78333 | 15 0,72537 | 25 0,71274 | 35 0,70722
6 0,61666 | 16 0,66287 | 26 0,67428 | 36 0,67945
7 0,75952 | 17 0,72169 | 27 0,71132 | 37 0,70647
8 0,63452 | 18 0,66613 | 28 0,67560 | 38 0,68016
9 0,74563 | 19 0,71877 |29 0,71009 | 39 0,70580
10 0,64563 | 20 0,66877 | 30 0,67675 | 40 0,68080

El limite vale 0,6931471805599453094172321. .. Por lo tanto, si al calcular
la décima suma afirméaramos que el limite vale 0, 6456. . . estariamos cometiendo
un grave error. En realidad sélo la primera cifra decimal es exacta (se dice que
un nimero decimal finito aproxima a otro con n cifras exactas si las n primeras
cifras de ambos niimeros coinciden). En general, al aproximar una serie por
una suma parcial, o al aproximar cualquier limite de una sucesién por uno de
sus términos, no sabemos cudl es el error cometido, ni en particular cuantas
de las cifras de la aproximacién son exactas. Sin embargo, en el caso de las
series alternadas es facil saberlo pues, segun hemos visto, las sumas pares son
decrecientes (siempre estédn sobre el limite) y las impares son crecientes (siempre
estdn bajo el limite), luego las dltimas sumas de la tabla nos dicen que el limite
se encuentra entre 0,68 y 0,71 y por lo tanto no sabemos ninguna de sus cifras
con exactitud (salvo el 0). Yendo méds lejos tenemos:

51000 = 0, 69264 y 51001 = 0, 69364,

lo que nos permite afirmar que el limite estd entre 0,692 y 0,694, es decir, es de
la forma 0, 69. .. y ya tenemos dos cifras exactas.

En la préctica ignoraremos el problema técnico de determinar las cifras
exactas que nos proporciona una aproximacién dada, y consideraremos que un
nimero es “conocido” si tenemos una sucesién que converge a él. Todas las
aproximaciones que daremos (calculadas con ordenador con técnicas de anélisis
numérico) tendrén todas sus cifras exactas.






Capitulo II

Compacidad, conexion y
completitud

Finalmente tenemos los suficientes elementos de topologia como para que
ésta se convierta en una herramienta eficaz. En los temas anteriores apenas he-
mos extraido las consecuencias més elementales de las definiciones de topologia,
continuidad, etc. Los resultados que veremos ahora van mucho mas lejos y dan
una primera muestra de las posibilidades de las técnicas topoldgicas.

2.1 Espacios compactos

La compacidad es en topologia una propiedad similar a la “dimensién finita”
en algebra lineal. Los espacios compactos no son necesariamente finitos, pero se
comportan en muchos aspectos como si lo fueran. Por ejemplo, es obvio que en
un espacio finito toda sucesién ha de tomar infinitas veces un mismo valor, luego
toda sucesién contiene una subsucesién constante, en particular convergente. Lo
mismo ocurre en R, como se desprende del teorema siguiente.

Teorema 2.1 Toda sucesion en un conjunto totalmente ordenado contiene una
subsucesion mondtona.

DEMOSTRACION: Sea {a,}3%, una sucesién en un conjunto totalmente or-
denado. Sea A el conjunto de las imdgenes de la sucesién. Si A es finito es obvio
que A tiene una subsucesion constante, luego mondtona. Supongamos que A es
infinito.

Si todo subconjunto no vacio de A tiene minimo podemos tomar xg igual al
minimo de A, luego z; igual al minimo de A\ {zo}, luego x2 igual al minimo
de A\ {x0, 21}, y asi obtenemos puntos zg < 1 < x2 <..., es decir, obtenemos
un subconjunto de A sin maximo.

Asi pues, o bien existe un subconjunto de A sin minimo o bien existe un
subconjunto de A sin méaximo. Los dos casos se tratan igual. Supongamos que
hay un subconjunto de A sin minimo. Llamémoslo B.

99
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Sea an, un elemento cualquiera de B. Como B no tiene minimo contiene
infinitos términos de la sucesiéon bajo an,,, pero sélo un ndimero finito de ellos
tienen indice anterior a ng, luego existe un a,, en B tal que ap, < an, y 7o < N1.
Podemos repetir indefinidamente este proceso y obtener una subsucesion

Upg > Apy > Apy > Gy > Gy > Ay >

monotona decreciente. u

Como en R toda sucesién monétona converge a su supremo o a su infimo,
esto prueba que en este espacio toda sucesién contiene una subsucesion conver-
gente, al igual que ocurre en los espacios finitos. Cualquier intervalo [a, b] es
homeomorfo a R, luego también cumple esto mismo.

Por otro lado esto es falso en R. La sucesién de los nimeros naturales no con-
tiene ninguna subsucesién convergente (ya que cualquier subsucesién converge
a +oo en R, luego no converge en R).

El espacio R y los intervalos [a,b] son ejemplos de espacios compactos. La
propiedad de las subsucesiones convergentes caracteriza la compacidad en espa-
cios métricos, pero para el caso general necesitamos otra definicién mas elabo-
rada.

Definicién 2.2 Sea X un espacio topolégico. Un cubrimiento abierto de X es
una familia {A;};c; de abiertos de X tal que X = |J 4;.
iel
Un subcubrimiento del cubrimiento dado es un cubrimiento formado por
parte de los abiertos del primero.
Un espacio de Hausdorff K es compacto si de todo cubrimiento abierto de

K se puede extraer un subcubrimiento finito.

Es obvio que si X es un espacio finito, de todo cubrimiento abierto se puede
extraer un subcubrimiento finito. Basta tomar un abierto que contenga a cada
uno de los puntos del espacio. Asi pues, todo espacio de Hausdorff finito es
compacto.

Observar que si B es una base de un espacio de Hausdorff K, se cumple que
K es compacto si y sélo si todo cubrimiento de K por abiertos bésicos admite
un subcubrimiento finito. En efecto, si {A;};er es un cubrimiento arbitrario,
para cada punto z € K existe un i, € I tal que z € A;, y existe un B, € B
tal que x € B, C A;,. Entonces {B, },cx es un cubrimiento de K formado por
abiertos basicos y tiene un subcubrimiento finito

K =B, U---UB,, CA;, U---UA;, CK.

Una familia de abiertos forma un cubrimiento si y sélo si la familia de sus
complementarios es una familia de cerrados con interseccién vacia. Por ello la
compacidad puede caracterizarse asi en términos de familias de cerrados:

Un espacio de Hausdorff K es compacto si y sélo si toda familia de cerrados
{C;}ier con la propiedad de que cualquier interseccién finita de ellos no es vacia,
tiene interseccién total no vacia.
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La propiedad de que las intersecciones finitas sean no vacias se llama pro-
piedad de la interseccion finita. Por lo tanto:

Teorema 2.3 Un espacio de Hausdorff K es compacto si y solo si toda familia
de cerrados de K con la propiedad de la interseccion finita tiene interseccion no
vacta.

A menudo nos encontraremos con espacios que no son compactos pero tienen
subespacios compactos. Por ello resulta 1til caracterizar la compacidad de un
subespacio en términos de la topologia de todo el espacio y no de la topologia
relativa. Concretamente:

Teorema 2.4 Sea X un espacio de Hausdorff y K un subespacio de X. Enton-
ces K es compacto si y sdlo si para toda familia {A;}icr de abiertos (bdsicos)
de X tal que K C |J A; se puede extraer una subfamilia finita que cumpla lo
mismo. =

DEMOSTRACION: Supongamos que K es compacto. Entonces {A4; N K }ier
es claramente un cubrimiento abierto de K, del que podemos extraer un subcu-
brimiento finito de modo que

K=(A,NK)U---U(4;,, NK),

in
luego K C A;, U---UA,; .

Reciprocamente, si K cumple esta propiedad y {A;};,cr es un cubrimiento
abierto de K, entonces para cada i existe un abierto B; de X tal que A; =

B; N K. Consecuentemente K = |J A; C |J B, luego por hipétesis podemos
icl il
tomar un ndimero finito de conjuntos de modo que K C B;, U---U B, _, luego
K=(B;NK)U---U(B;, NK)=A4,;, U---UA, . Asi pues, K es compacto.
]

in

Si la unién de una familia de abiertos de un espacio X contiene a un subes-
pacio K, diremos que forma un cubrimiento abierto de K en X. Asi pues, un
subespacio K de X es compacto si y solo si de todo cubrimiento abierto de K
en X puede extraerse un subcubrimiento finito (en X también).

Aqui estamos considerando la topologia de X, pero deberemos tener siempre
presente que la compacidad es una propiedad absoluta, y depende exclusiva-
mente de la topologia del propio espacio K.

Los teoremas siguientes muestran la anunciada similitud entre los espacios
compactos y los espacios finitos. Por lo pronto, todo espacio finito es cerrado.
El analogo con compactos es el siguiente:

Teorema 2.5 Se cumplen las propiedades siguientes:

a) Si X es un espacio de Hausdorff y K C X es compacto, entonces K es
cerrado en X.

b) Si K es un compacto y C C K es un cerrado, entonces C' es compacto.
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c) Si M es un espacio métrico y K C M es compacto, entonces K estd
acotado.

DEMOSTRACION: a) El argumento es el mismo que empleariamos si K fuera
finito. Veamos que X \ K es abierto. Sea z € X \ K. Para cada punto v € K
existen abiertos disjuntos A, y B, tales que u € A, y x € B,. Si K fuera
finito bastaria tomar ahora la interseccion de los B, y tendriamos un entorno
de z contenido en X \ K. Ahora aplicamos la compacidad de K. Los conjuntos
A, forman un cubrimiento abierto de K, luego existe un subcubrimiento finito:

n
K C A, U---UA,, . Ahora, [\ By, es un entorno de z que no corta a K, luego

i=1

X \ K es un entorno de x.

b) Si {A;}ier es un cubrimiento abierto de C, entonces {A;}iey U{K \ Cles
un cubrimiento abierto de K, luego existe un subcubrimiento finito

K=A,U---UA; UK\C).

Claramente entonces C' C A;, U---UA; , luego C' es compacto.

c) Sea x € M un punto cualquiera. Para cada u € K, sea r, = d(z,u) + 1.

Obviamente K C |J By, (x). Por compacidad podemos extraer un subcubri-
ueK
miento finito de modo que K C B,., (z)U---UB,, (). Las bolas son conjuntos

acotados, una union finita de acotados es acotada y todo subconjunto de un aco-
tado estd acotado. Por tanto K estd acotado. L]

Teorema 2.6 Si K es un espacio compacto, toda sucesion en K posee un punto
adherente. Por tanto si ademds K cumple 1AN, toda sucesion en K tiene una
subsucesion convergente.

DEMOSTRACION: Sea {a, }5° una sucesion en K. Sea A, = {a,, | m > n}.
Obviamente
Ay DAL DA D A3 DAL D. .. s

luego también
Ag D A1 DAy D A3 D Ay D... s

y asi tenemos una familia de cerrados con la propiedad de la interseccién finita.

S J—
Por compacidad existe un punto € (| A;. Obviamente  es un punto adhe-

i=0
rente de la sucesion, pues si n es un natural y U es un entorno de z, entonces
x € A, luego U N A, # O, es decir, existe un m > n tal que a,, € U. n

Como habiamos anunciado, esta propiedad caracteriza a los espacios métri-
cos compactos.

Teorema 2.7 Un espacio métrico M es compacto si y sélo si toda sucesion en
M tiene una subsucesion convergente.
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DEMOSTRACION: Supongamos que M no fuera compacto. Entonces existirfa
un cubrimiento abierto M = |J A; que no admite subcubrimientos finitos.

=

Sea e >0y xg € M. Si Be(x) # M, existe un punto z; € M tal que
d(z1,29) > €. Si Be(xo) U Be(z1) # M, existe un punto z2 € M tal que
d($271'()) Z €, d({,CQ,(El) 2 €.

Si M no pudiera cubrirse por un nimero finito de bolas de radio ¢, podriamos
construir una sucesién {z,}>2, con la propiedad de que d(z;,z;) > € para
todos los naturales 4, j. Es claro que tal sucesién no puede tener subsucesiones
convergentes, pues una bola de centro el limite y radio €/2 deberfa contener
infinitos términos de la sucesién, que distarian entre si menos de e.

Concluimos que para todo € > 0 existen puntos zg,...,z, € M de modo
que M = B(zg) U+ U Be(x,).
Lo aplicamos a ¢ = 1 y obtenemos tales bolas. Si todas ellas pudieran

cubrirse con un nimero finito de abiertos A; también M podria, luego al menos
una de ellas, digamos Bj(zo) no es cubrible por un ntumero finito de abiertos
del cubrimiento.

Igualmente, con ¢ = 1/2 obtenemos una bola Bj/5(x1) no cubrible por un
nimero finito de abiertos del cubrimiento. En general obtenemos una sucesiéon
de bolas By /(n+1)(2n) con esta propiedad.

Sea x un punto adherente de la sucesién {x,}52 . Sea i € I tal que x € A;.
Como A; es un abierto existe un niimero natural k tal que By /(,11)(z) C A;. Sea
n > k tal que d(z,,x) < 1/(k+1). Entonces By /(n41)(2n) C Bajkt1)(z) C Aj,
en contradiccién con que By /(n41)(2,) no era cubrible con un nimero finito de
abiertos del cubrimiento. n

Segun lo visto al comienzo de la seccién, R es compacto. Ademads:

Teorema 2.8 Un subconjunto de R es compacto si y solo si es cerrado y aco-
tado.

DEMOSTRACION: Por el teorema 2.5, todo compacto en R ha de ser cerrado
y acotado. Si C' es un conjunto cerrado y acotado, toda sucesién en C tiene
una subsucesién convergente en R. Como C es acotado su limite estard en R y
como C es cerrado, su limite estard en C, luego toda sucesion en C' tiene una
subsucesién convergente en C. Por el teorema anterior C' es compacto. m

También se puede probar el teorema anterior viendo que los cerrados y aco-
tados de R son precisamente los subconjuntos cerrados de R (o, si se prefiere,
esto es consecuencia inmediata del teorema anterior).

Ejemplo Vamos a usar la compacidad de [0, 1] para calcular el cardinal de R.
Si I = [a,b] es un intervalo cerrado, llamaremos

Iy = [a,a—l—bga}, L = [a—i—Qb_a,b},

3

que son dos intervalos cerrados disjuntos contenidos en 1.
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De este modo, partiendo de I = [0, 1] podemos formar los intervalos Iy, I,
Ioo, Io1, To, I11, etc. Mds exactamente, para cada aplicacién s : N — {0,1}
y cada n € N, si llamamos s|, = $Sg...8,—1, tenemos definidos los intervalos
I, (entendiendo que I, = I), y es claro que forman una sucesién decreciente,
es decir, si m < n entonces I, C I, . Por lo tanto, {1y, }nZy es una familia
de cerrados en I con la propiedad de la interseccién finita. Por compacidad

o0
tenemos que Iy = () I, # 9. Més atin, es claro que la longitud (el didmetro)
0

n=
de I, es 1/3", y como I, C I, , necesariamente el didmetro de I, ha de ser

menor o igual que 1/3™ para todo n, es decir, ha de ser 0. Esto implica que I
contiene un tnico punto. Digamos Iy = {z}.

También es claro que si s # t entonces x; # x;. En efecto, si n es el primer
natural tal que s|,41 # tn11, entonces Iy, = I, y los intervalos Iy, ., Iy, .,
son subconjuntos disjuntos. Como contienen a xs y x; respectivamente, éstos
han de ser puntos distintos.

Esto prueba que |I| > |2Y| = 2%, Por otra parte, |R| < 2% pues si a
cada r € R le asignamos el conjunto de los nimeros racionales menores que 7
obtenemos una aplicacién inyectiva de R en las partes de Q. Por consiguiente
tenemos que |I| = |R| = 2%o. "

Teorema 2.9 (Teorema de Tychonoff) El producto de espacios compactos
es compacto.

DEMOSTRACION: Sea K = [] K; un producto de espacios compactos. To-
iel

memos una familia B de cerrac.leos en K con la propiedad de la interseccién
finita. Hemos de probar que su interseccion es no vacia. El conjunto de todas
las familias de subconjuntos de K (no necesariamente cerrados) que contienen
a B y tienen la propiedad de la interseccién finita, parcialmente ordenado por
la inclusién, satisface las hipétesis del lema de Zorn, lo que nos permite tomar
una familia maximal U. Entonces () U C () B, luego basta probar que la
primera interseccién es no vacia. U€U BeB

En primer lugar observamos que si un conjunto A C K corta a todos los
elementos de U entonces estd en U, pues en caso contrario U U {A} contradirfa
la maximalidad de U.

Sea p; : K — K; la proyeccién en el factor i-ésimo. Es facil ver que la
familia {p;[U] | U € U} tiene la propiedad de la interseccién finita luego, por la
compacidad de K;, existe un punto x; € K; tal que z; € p;[U] para todo U € U.

Estos puntos determinan un punto z € K. Basta probar que x € () U.
Uelu

Fijemos un entorno basico de x, de la forma A = () p; '[G], donde F C I
ieF

es finito y G; es abierto en K;. Para cada U € U tenemos que x; € m,
luego G; N pi[U] # @, luego p; *[G] NU # @. Como esto es cierto para todo
U € U, seglin hemos observado antes podemos concluir que p; *[G;] € U, para
todo i € F. Como U tiene la propiedad de la interseccion finita, A € U. De
aqui se sigue que A corta a todo U € U y, como A es un entorno bésico de z,
esto implica que = € U para todo U € U. L]
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Ahora podemos probar:

Teorema 2.10 Un subconjunto de K™, es compacto si y sélo si es cerrado y
acotado.

DEMOSTRACION: La acotacién depende en principio de la distancia que
consideremos. Hemos de entender que se trata de la inducida por cualquiera de
las tres normas definidas en el capitulo I. Por el teorema 1.5, todas tienen los
mismos acotados. Trabajaremos concretamente con

[#]loo = méx{|z;| | i=1,...,n}.

Como C™ es homeomorfo a R?" (con los mismos conjuntos acotados), basta
probar el teorema para R™. Ya hemos visto que un compacto ha de ser cerrado
y acotado. Supongamos que K es un subconjunto de R™ cerrado y acotado.
Esto significa que existe un M > 0 tal que para todo punto x € C se cumple
llz|| < M, lo que significa que si z € C, cada z; € [—-M, M] o, de otro modo,
que C C [-M, M]™.

Pero por el teorema anterior [—M, M]™ es compacto y C es cerrado en él,
luego C' también es compacto. n

Los espacios que nos van a interesar son fundamentalmente los subconjuntos
de R™. Vemos, pues, que la compacidad es muy sencilla de reconocer. En
particular las bolas cerradas y las esferas son compactos. El espacio C™ es
homeomorfo a una esfera, luego es compacto. Lo mismo ocurre con R, que es
homeomorfo a una circunferencia.

Una de las propiedades més importantes de la compacidad es que se conserva
por aplicaciones continuas (compérese con el hecho de que la imagen (continua)
de un conjunto finito es finita).

Teorema 2.11 La imagen de un espacio compacto por una aplicacion continua
es de nuevo un espacio compacto (supuesto que sea un espacio de Hausdorff).

DEMOSTRACION: Sea f : K — X continua y suprayectiva. Supongamos
que K es compacto y que X es un espacio de Hausdorfl. Si {A;};cr es un
cubrimiento abierto de X, entonces { ffl[Ai]}i ¢; € un cubrimiento abierto
de K, luego admite un subcubrimiento finito K = f~1[A;,]U--- U f7A; ]
Entonces X = A;, U---UA4;, . ]

Este hecho tiene muchas consecuencias.

Teorema 2.12 Si f: K — X es biyectiva y continua, K es compacto y X es
un espacio de Hausdorff, entonces f es un homeomorfismo.

DEMOSTRACION: Basta probar que la inversa en continua, o sea, que trans-
forma cerrados de K en cerrados de X, o equivalentemente, que si C' es cerrado
en K, entonces f[C] es cerrado en X, pero es que C' es compacto, luego f[C]
también lo es, luego es cerrado. m
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Ejemplo Una circunferencia es homeomorfa a un cuadrado.

En efecto, si C' es un cuadrado de centro (0,0) en R?, es claro que la apli-
cacién de C' en la circunferencia unidad dada por z — x/| x| es biyectiva y
continua y, como C es compacto, es un homeomorfismo. L]

*Ejemplo Los espacios proyectivos son compactos.

En efecto, basta probar que P"(K) es compacto, pero la restriccién de la
proyeccion a la esfera unidad de K**! es continua y suprayectiva y la esfera es
compacta. [

Otro hecho obvio es que toda aplicacién continua de un compacto a un
espacio métrico estd acotada. Para las funciones reales podemos decir mas:

Teorema 2.13 Si f : K — R es continua y K es un compacto no vacio,
existen u, v € K tales que para todo x € K, se cumple f(u) < f(z) < f(v). Es
decir, que [ alcanza un valor minimo y un valor mdzrimo.

DEMOSTRACION: Sea C = f[K]. Entonces C es cerrado y acotado. Sean m
y M su infimo y su supremo, respectivamente. Asi para todo x € K se cumple
que m < f(xz) < M. Sélo falta probar que m y M son imdgenes de puntos de
K, o sea, que m, M € C. Vedmoslo para M.

Si e > 0, entonces M — € no es una cota superior de C, luego existe un punto
y € C de modo que M — e < y, es decir, que |M —¢, M +€¢[NC # @. Esto
significa que todo entorno (bésico) de M cortaa C,osea, M € C=C. =

Observar que este resultado es falso sin compacidad. Por ejemplo la funcién
f:]0,1[ — R dada por f(x) = x no tiene méximo ni minimo. Veamos una
aplicacion del teorema anterior:

Teorema 2.14 Todas las normas en K™ inducen la misma topologia. Ademds
los subconjuntos acotados son los mismos para todas ellas.

DEMOSTRACION: Sea || || : K® — [0, +00[ una norma cualquiera. Vamos
n

a ver que induce la misma topologia que la dada por ||z|1 = > |z;| y que los
i=1

acotados son los mismos para ambas. Esto probara el teorema.

Sea {eq,...,en} la base canénica de K. Si z € K" se puede expresar como
n
x =Y xie;, luego
i=1
n n n
Izl <> lwil llesll < D Ml llesl = 2l > llesl = K]l
i=1 i=1 i=1
Por lo tanto, si z, y € K", se cumple H|x|| — ||y||| <z —y| < Kl|lz — y|1,
o sea que la aplicacién || || tiene la propiedad de Lipschitz, luego es continua
respecto a la topologia inducida por || ;.

Sea S = {z € K" | ||z]y = 1}. Se trata de una esfera, luego de un conjunto
compacto para lo topologia usual de K”. Por lo tanto la aplicacién || || alcanza
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su méximo y su minimo en S y asi, como no se anula, existen 0 < m < M en R
tales que para todo z € S se tiene m < ||lz|| < M.
Si x € K™\ {0}, entonces z/||z[|; € S, luego m < ||z/||z||1]| < M, es decir,

mllz|y < flzfl < Mllz|),

o también,

1
Izl < —llzll, [l < Mzl

Como 0 cumple esto trivialmente, en realidad vale para todo x € K. De
aqui se sigue que toda bola de centro x con respecto a una norma contiene
a otra respecto a la otra norma, luego los acotados son los mismos. Ademés
todo entorno de un punto para una norma lo es para la otra norma, luego las
topologias inducidas son las mismas. m

Asi pues, podemos hablar de acotados en K" sin precisar la norma a la que
nos referimos. Sin embargo no hay que olvidar que los acotados pueden variar
si consideramos métricas que no provengan de normas. Por ejemplo la distancia

d(z,y) = min{[lz —y[|, 1}.

También es claro que el teorema anterior es valido de hecho para cualquier
K-espacio vectorial de dimensién finita.

2.2 Espacios conexos

Pensemos en los espacios siguientes: [0,1] y [0,1]U[2, 3]. Hay una diferencia
esencial entre ellos, y es que el primero estd formado por “una sola pieza”
mientras que el segundo consta de “dos piezas”. La diferencia no es conjuntista,
pues también podemos dividir [0,1] = [0,1/2] U]1/2,1], pero esto no son dos
piezas en el mismo sentido que en el caso de [0,1] U [2,3]. La diferencia es que
los intervalos [0,1/2] y ]1/2,1] estdn “pegados” mientras que los intervalos [0, 1]
y [2,3] estén “separados”. Con mds precisién, el punto 1/2 estd sélo en uno de
los intervalos, el [0,1/2], pero aunque no estd en el otro, estd pegado a él, en el
sentido de que esté en su clausura.

En general, si un espacio X se expresa como X = UUV, donde U y V
son disjuntos y no vacios, podemos decir que U y V son dos “piezas” en el
sentido que estamos considerando si U no contiene puntos de la clausura de V'
y viceversa. Ahora bien, cualquier punto de V' que no estuviera en V deberia
estar en U, luego la condicién equivale a que V. =V y U = U, o sea, a que
U y V sean cerrados. Por otra parte, dado que U y V son complementarios,
es lo mismo decir que son cerrados o que son abiertos. Con ello llegamos a la
definicién de conexién:

Definicién 2.15 Un espacio topolégico X es disconexo si existen subconjuntos
abiertos U y V en X talesque X =U UV, UNV =@y U # @ # V. En caso
contrario X es conezo.
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Segun hemos dicho, es indistinto exigir que U y V sean abiertos como que
sean cerrados, pues de hecho si cumplen esto son a la vez abiertos y cerrados.
Por lo tanto, un espacio X es conexo si y sélo si sus Unicos subconjuntos que
son a la vez abiertos y cerrados son X y @.

Es obvio que [0,1]U[2, 3], o incluso [0,1/2[U]1/2,1] son ejemplos de espacios
disconexos. Notar que [0,1/2[ no es cerrado en R, pero sf lo es en el espacio
[0,1/2[ U]1/2,1] (su clausura en este espacio es la interseccién con él de su
clausura en R, que es [0,1/2], o sea, es [0,1/2]).

Es importante tener claro que los intervalos [0,1/2[ y ]1/2, 1] estén separados
pese a que sélo falta un punto entre ellos. La falta de ese punto es suficiente
para que ambas partes no se puedan “comunicar”, en el sentido de que, por
ejemplo, ninguna sucesién contenida en una de las piezas puede converger a un
punto de la otra. Esto es suficiente para que ambas partes sean independientes
topolégicamente. Asi, la funcién f : [0,1/2[U]1/2,1] — R dada por

[ 1 size0,1/2],
f(m)_{ 2 sizell/21]

es continua, mientras que seria imposible definir una funcién continua sobre
[0, 1] que sélo tomara los valores 1 y 2.

Si la desconexién de estos espacios es clara, no lo es tanto la conexién de
espacios como [0, 1].

Ejercicio: Probar que el intervalo [0, 1] C Q es disconexo.

Teorema 2.16 Un subconjunto de R es conexo si y sélo si es un intervalo.

DEMOSTRACION: Sea C' un subespacio conexo de R. Sean a y b su infimo
y su supremo, respectivamente. Vamos a probar que C' es uno de los cuatro
intervalos de extremos a y b. Para ello basta ver que si a < = < b entonces
x € C. En caso contrario los conjuntos C' N [—oo,z[ y C N ]z, +0o0] son dos
abiertos disjuntos no vacios de C' cuya unién es C.

Tomemos ahora un intervalo I y veamos que es conexo. Supongamos que
existen abiertos disjuntos no vacios U y V en I de modo que I = U U V.
Tomemos x € U e y € V. Podemos suponer que x < y.

Como I es un intervalo, [z,y] C Iy U' = UnN|[z,y], V' = VN [x,y] son
abiertos disjuntos no vacios en [z,y] de modo que [z,y] = U ' UV".

Sea s el supremo de U’. Entonces s € U’ N [z,y] = U’, luego en particular
s < y. Claramente |s,y] C V', luego s € V' N [z,y] = V', contradiccién. =

Una consecuencia de esto es que un intervalo [a,b] no es homeomorfo a
uno de tipo J¢,d[. En efecto, si eliminamos un punto de un intervalo |e, d[ nos
queda un espacio disconexo, mientras que en [a, b[ podemos eliminar el punto
a y obtenemos un conexo. (Si fueran homeomorfos, el espacio que resultara de
eliminar la imagen de a en ¢, d[ deberfa ser homeomorfo a ]a, b[).

Ejercicio: Probar que dos intervalos (acotados o no acotados) son homeomorfos si y
sélo si son del mismo tipo: abierto ]a, b[, cerrado [a, b] 0 semiabierto [a, b[.
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Los resultados siguientes permiten probar con facilidad la conexién de mu-
chos espacios. El primero refleja el hecho de que las aplicaciones continuas
pueden pegar pero nunca cortar.

Teorema 2.17 Las imdgenes continuas de los espacios conexros son coneras.

DEMOSTRACION: Si f : X — Y es una aplicacién continua y suprayectiva
pero Y no es conexo, entonces X tampoco puede serlo, pues si A es una abierto
cerrado no vacio en Y y distinto de Y, entonces f~1[A] cumple lo mismo en X.

n

Teorema 2.18 Sea {A;}icr una familia de subespacios conexos de un espacio

X tal que [ A; # . Entonces |J A; es conezo.
icl iel

DEMOSTRACION: Supongamos que |J A; = UUV, donde U y V son abiertos
iel
disjuntos. Entonces para un i cualquiera se tendra que A; = (UNA;)U(VNA,;),
pero U N A;, V N A; son abiertos disjuntos en A;, luego uno de ellos es vacio, y
asi A; C U o bien A; C V.

Pero si A; C U, entonces U contiene a () A;, luego U corta a todos los A;

iel
y por conexién los contiene a todos. Asi |J A; = U, y V = &. Igualmente, si
=
A; C V se deduce que U es vacio. n

Ejemplo Las circunferencias son conexas.

Sea f:[-1,1] — {(z,y) € R? | 2% + y* = 1, y > 0} la aplicacién dada por
f(x) =(z,vV1—2?).

Claramente f es continua y suprayectiva, lo que prueba que la semicircun-
ferencia es conexa. Igualmente se prueba que la semicircunferencia opuesta es
conexa, y como ambas se cortan en los puntos (£1,0), su unién, es decir, la
circunferencia, es conexa. n

Teorema 2.19 Si A es un subespacio conexo de un espacio X, entonces A es
conexo.

DEMOSTRACION: Supongamos que A = U UV, donde U y V son abiertos
disjuntos en A. Entonces A = (UNA)U(VNA),yUNA, VN A son abiertos
disjuntos en A. Por conexién uno es vacio, luego A C U o bien A C V. Digamos
AcCUCA.

Pero U es cerrado en A, luego A C U = U, es decir, U = Ay V = @. Esto
prueba que A es conexo. =

Hemos dicho que un espacio disconexo es un espacio formado por varias
“piezas” ahora podemos dar una definicién rigurosa de lo que entendemos por
una “pieza”.
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Definiciéon 2.20 Sea X un espacio topolégico y x € X. Llamaremos compo-
nente coneza de x a la unién C(x) de todos los subconjuntos conexos de X que
contienen a x. Por el teorema 2.18, C'(x) es un conexo, el mayor subespacio
conexo de X que contiene a x.

Es obvio que si z, y € X, entonces C(x) y C(y) son iguales o disjuntas. En
efecto, si tienen puntos en comin, por el teorema 2.18 resulta que C'(z) U C(y)
es un conexo, luego C(z) U C(y) C C(z) y C(z) U C(y) C C(y), con lo que
C(z) =C(z) UC(y) = C(y).

En resumen, todo espacio X estd dividido en componentes conexas disjuntas.
Las componentes conexas son cerradas por el teorema 2.19. En efecto, C'(x) es
un conexo que contiene a z, luego C'(z) C C(x).

Sin embargo las componentes conexas no siempre son abiertas. Si un espacio
tiene un numero finito de componentes conexas, éstas seran abiertas y cerradas
a la vez, evidentemente, pero si hay infinitas componentes ya no es necesario.
Por ejemplo, ningiin subconjunto de Q con mas de un punto es conexo, porque
no es un intervalo de R, luego las componentes conexas de Q son los puntos,
que no son abiertos.

A la hora de probar que un espacio es conexo, resulta Y
atil el concepto de arco. Un arco en un espacio X es una
aplicacién continua a : [0,1] — X. El espacio X es arco- T
conexo si para todo par de puntos x, y € X existe un arco
a:[0,1] — X tal que a(0) =z, a(l) = y.

Como entonces x e y estan en la imagen del arco a, que es un conexo, resulta
que x e y estan en la misma componente conexa de X, o sea, que X tiene una
tnica componente conexa: Los espacios arco-conexos son conexos. El reciproco
no es cierto, pero no vamos a dar un ejemplo.

Dados dos puntos z, y € R”, el segmento que los une estd formado por
los puntos de la forma y + A(x — y), con A € [0,1]. Esto se puede definir en
cualquier K-espacio vectorial. Si V' es un espacio vectorial topolégicoy z, y € V,
entonces la aplicacién a : [0,1] — V dada por a(A) = Az + (1 — A)y es un arco
(el segmento) que une x con y.

Un subconjunto A de un K-espacio vectorial V' es convezo si para todos los
puntos z, y € A y todo A € [0,1] se cumple A\x + (1 — N)y € A, es decir, si
cuando A contiene a dos puntos, también contiene al segmento que los une.

Uniendo todo esto, resulta que en un espacio vectorial topoldgico, todo con-
vexo es arco-conexo, luego conexo. En particular todo espacio vectorial to-
poldgico es conexo. En particular K™ es conexo.

Ejercicio: Probar que toda esfera de centro O en R" es imagen continua de R™\ {0}.
Probar que R™ \ {0} es conexo y deducir de aqui la conexién de la esfera.
Ejercicio: Probar que R? no es homeomorfo a R.

Los conjuntos convexos tienen una propiedad que en general no cumplen los
conexos, y es que, claramente, la interseccién de convexos es convexa.
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Ejemplo Las bolas en los espacios normados son convexas.

En efecto, si x, y € B.(z), entonces ||x — z|| < €, ||y — z|]| < €, luego para
todo A € [0,1] se cumple

Az + (1 =Ny —z||=[Az+ (1 - Xy —Az+ (1 - Nz

<Mz =2+ 10 =Ny =2)ll = Allz =2+ A= Dlly — 2] < Ae + (1= A)e=e.
Por lo tanto Az + (1 — \)y € Be(z).

(Cambiando las desigualdades estrictas por desigualdades no estrictas se
prueba que las bolas cerradas son convexas.) =

Por esto se dice que los espacios normados son localmente convexos. En
general, un espacio vectorial topolégico es localmente convexo si tiene una base
formada por conjuntos convexos. Igualmente un espacio topolédgico es localmente
conexo o localmente arco-conexo si tiene una base formada por abiertos cone-
X0S 0 arco-conexos, respectivamente. Asi, los espacios localmente convexos son
localmente arco-conexos y los espacios localmente arco-conexos son localmente
COonexos.

Un hecho importante es que si A es un abierto en un espacio localmente
conexo X, entonces las componentes conexas de A son abiertas y cerradas. En
efecto, si C' es una componente conexa de A y z € C, entonces existe un abierto
(basico) U de X tal que U es conexoy @ € U C A. Como C' es la componente
conexa de z, ha de ser U C C', luego C es un entorno de x, o sea, C' es entorno
de todos sus puntos, luego es un abierto.

Ejercicio: Probar que todo abierto no vacio en R es la unién disjunta de una cantidad
numerable de intervalos abiertos.

Veamos algunos hechos adicionales sobre arcos. Sean a y b dos arcos en un
espacio X de modo que a(1) = b(0).

Entonces la aplicacién by : [1,2] — X dada por by (t) = b(t — 1) es continua
y cumple que by (1) = b(0), b1(2) = b(1) (se trata de la composicién con b del
homeomorfismo i : [1,2] — [0, 1] dado por i(t) =t — 1).

Ahora, la unién ¢ = aUby : [0,2] — X, esto es, la aplicacién que restringida
a [0,1] es a y restringida a [1,2] es by, es continua (porque restringida a los dos
cerrados [0,1] y [1,2] lo es, y su imagen es la unién de las imdgenes de a y b.

Finalmente, llamamos a Ub : [0,1] — X a la funcién (a Ub)(t) = ¢(2t),
es decir, la composicién de ¢ con el homeomorfismo j : [0,1] — [0, 2] definido
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mediante j(t) = 2¢. Claramente a Ub es un arco cuya imagen es la unién de las
imégenes de a y b. En particular (a Ub)(0) = a(0) y (a Ub)(1) = b(1).

Esto significa que si podemos unir un punto = con un punto y a través de
un arco a, y podemos unir un punto y con un punto z a través de un arco b,
entonces podemos unir x con z mediante el arco a U b.

Por otra parte, si a es un arco en un espacio X, la aplicacién —a : [0,1] — X
dada por (—a)(t) = a(1 —t) es un arco con la misma imagen pero de modo que
(—a)(0) = a(1l) y (—a)(1) = a(0). También es obvio que un arco constante une
un punto consigo mismo.

De todo esto se sigue que la relaciéon “x e y se pueden unir mediante un arco”
es reflexiva, simétrica y transitiva en todo espacio X.

Teorema 2.21 Sea X un espacio localmente arco-conexo. Entonces un abierto
de X es conexo si y sélo si es arco-conexo.

DEMOSTRACION: Obviamente los abiertos arco-conexos son conexos. Su-
pongamos que A es un abierto conexo no vacio. Sea x € A. Sea U el conjunto
de todos los puntos de A que pueden ser unidos con x mediante un arco conte-
nido en A.

Veamos que U es abierto (en X o en A, es lo mismo). Sea y € U. Entonces
existe un arco a en A tal que a(0) = z, a(1) = y. Como X es localmente arco-
conexo existe un abierto arco-conexo V' tal que y € V C A. Si z € V, entonces
hay un arco b en V (luego en A) que une y con z, luego a U b es un arco en A
que une x con z, luego z € U.

Por lo tanto V C U y asi U es un entorno de y. Tenemos, pues, que U es
entorno de todos sus puntos, luego es un abierto.

Ahora veamos que U es un cerrado en A, o lo que es lo mismo, que A\ U
es abierto. Como U no es vacio, por conexién tendra que ser U = A, lo que
significa que A es arco-conexo.

Siy € A\ U, entonces y no puede ser unido a x mediante un arco. Existe un
abierto arco-conexo V tal que y € V C A, pero los puntos de V pueden unirse
a y mediante un arco. Si alguno de estos puntos z pudiera unirse a x mediante
un arco a, tendriamos un arco b que une ¢ y con z y un arco a que une z con x,
luego y se podria unir con z. Por lo tanto ningtin punto de V puede unirse con
x, es decir, V. .C A\ U, luego A\ U es abierto. "

Una poligonal es una unién de un niimero finito de segmentos. Una pequena
modificacion del teorema anterior permite probar que en un espacio localmente
convexo, un abierto es conexo si y sélo se es conexo por poligonales, es decir,
todo par de puntos se puede unir por una poligonal.

Ahora vamos con las aplicaciones de la conexién. El resultado principal es
el siguiente hecho obvio:

Teorema 2.22 (Teorema de los valores intermedios) Si X es un espacio
conexo, [ : X — R es una aplicacion continua, x, y son puntos de X y
f(z) < a < f(y), entonces existe un punto z € X tal que f(z) = a.
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DEMOSTRACION: Se cumple que f[X] es un conexo, luego un intervalo.
Como f(z) y f(y) estdn en f[X], a también ha de estar en f[X]. "

A pesar de su simplicidad, las consecuencias de este teorema son importantes.
Por ejemplo, no hay polinomios irreducibles de grado impar sobre R, salvo los
de grado 1:

Teorema 2.23 Todo polinomio p(z) € R[z] de grado impar tiene al menos una
ratz en R.

DEMOSTRACION: Como p(z) tiene una raiz si y sélo si la tiene —p(z), po-
demos suponer que su coeficiente director es positivo.
Entonces 11'31_1 p(z) = 400, mientras que 1lim p(z) = —oco. En particular
r—1+00 r——00

existe un u € R tal que p(u) < 0 y existe un v € R tal que p(v) > 0. Por el
teorema de los valores intermedios también existe un a € R tal que p(a) = 0.
u

Por supuesto el teorema es falso para polinomios de grado par. Basta pensar
en el caso z2 + 1.

Si a > 0, el teorema de los valores intermedios aplicado al polinomio z" — a
nos permite concluir la existencia de un b > 0 tal que b = a. Es claramente
dnico, pues si b™ = ¢", entonces (b/c)™ = 1, de donde b/c = +1, luego si ambos
son positivos b = c.

Definicién 2.24 Para cada natural n > 0 y cada ntimero real a > 0 definimos

la raiz n-sima de a como el tnico nimero b > 0 tal que b” = a. Lo representa-
remos b = /a

Unas comprobaciones rutinarias muestran que si m, n son nimeros enteros
n >0y a> 0 entonces el nimero a™/™ = ({/a )" depende sélo de la fraccién
m/n, con lo que tenemos definida la exponencial a” para todo niimero real
positivo a y todo ntimero racional r y extiende a la exponencial entera. También
se comprueba que a” ¢ = a"a®, (a”)" = a"*.

* Afinidades directas e inversas Las isometrias de un espacio afin euclideo
FE se clasifican en movimientos y simetrias segiin que el determinante de la
aplicacién lineal asociada sea igual a 1 o a —1. La topologia proporciona una
interpretacién geométrica de esta distincién puramente algebraica. En efecto,
es conocido que todo movimiento (en dimensién mayor que 1) se descompone
en composicién de giros, y un giro es una aplicacién f que en un sistema de
referencia afin adecuado tiene la expresién:

T, = T1COSQ— Tasenc,

8
[N
|

xr1Sen o + To CoSs &

T3 = I3,

T, = In
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Vamos a admitir la continuidad de las funciones trigonométricas. La demos-
traremos en el capitulo III.
Consideremos ahora la aplicacién f : [0,1] x E — E tal que si el punto

x tiene coordenadas (x1,...,x,) en el mismo sistema de referencia, entonces
fi(x) = f(t,z) es el punto de coordenadas (21, ...,z,) dadas por
¥y = zjcosta — zasenta,
xh = z1senta+ xscosta
/
T3 = T3,
o
T, = Iy

Claramente entonces, para cada ¢t € [0,1], la aplicacién f; es un giro de
angulo ta, de modo que fj es la identidad y f; = f. Ademads la aplicacién f es
continua. Veamos que podemos obtener una aplicacién similar para movimientos
arbitrarios:

Teorema 2.25 Si f es un movimiento en un espacio afin euclideo E existe una
aplicacion continua f : [0,1] x E — E tal que para todo t € [0, 1], la aplicacidén
fi(x) = f(t,x) es un movimiento, fo=1y f1 = f.

DEMOSTRACION: Lo probamos por induccién sobre el nimero de giros en
que se descompone f. Ya lo tenemos probado cuando f es un giro. Basta probar
que si f cumple el teorema, g es un giro y h = fg entonces h cumple el teorema.
Tenemos, pues, las aplicaciones f; y g+. Sea h:[0,1] x E — E dada por

[ ft) si0<t<1/2,
hit,z) = { g(2t —1,f(z)) sil/2<t<1,

La aplicacién h es claramente continua en el cerrado [0,1/2] x E. Basta
observar que su restriccién al cerrado [1/2,1] x E viene dada por g(2¢t—1, f(z)),
pues entonces también sera continua en este cerrado y por consiguiente en todo
su dominio. Ahora bien, los unicos puntos donde esta igualdad no es cierta por
definicién son los de la forma (1/2, ), pero

h(1/2,2) = f(1,2) = f(z) = (0, f(x)) = g(2- (1/2) - 1, f(x)).

El resto del teorema es obvio: para cada t la aplicacién h; es de la forma fi o
g, luego es un movimiento, etc. n

Este teorema se interpreta como que los movimientos pueden efectuarse de
forma continua en el tiempo. El punto f;(x) se interpreta como la posicién x en
el instante ¢, de modo que para t = 0 tenemos la posicién inicial x y para t =1
tenemos la posicién final f(z). El arco f(¢,x), para un z fijo, es la trayectoria
que sigue z. El hecho de que cada f; sea un movimiento se interpreta como
que en cada instante t las distancias entre los puntos son las mismas que las
originales.
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fy [H]

fo [H] (H]

fo125 [H] £

(H]

0,375

Ahora probamos que esta propiedad distingue a los movimientos de las se-
mejanzas.

Teorema 2.26 Si E es un espacio afin euclideo y f :[0,1] x E — E es una
aplicacién continua tal que para todo t € [0,1], la aplicacidn fi(x) = f(t,x) es
una isometria y fo = 1, entonces todas las aplicaciones f; son movimientos.

DEMOSTRACION: Fijado un sistema de referencia afin en F, la aplicacién
h: E — R" que a cada punto le asigna sus coordenadas es un homeomorfismo.
La aplicacién g : [0,1] x R® — R" dada por g(t,X) = h(f(t,h"1(X)) es
continua, y es de la forma g(¢t,X) = P + X A;, donde P, € R™ y A; es una
matriz n X n de determinante +1.

La aplicacion ¢'(t, X) = g(t, X)—g(t,0) = X A; también es continua. Sie; es
el vector i-ésimo de la base candnica, la aplicacién g;;(t) = ¢'(t, e;)e; es continua,
¥ 9i;(t) es simplemente el coeficiente (7, 7) de la matriz A;. El determinante de
una matriz depende polinémicamente de sus coeficientes, por lo que la funcién
det f; = det A; es continua.

Ahora bien, si alguna f; fuera una simetria, det fo = det I = 1, mientras que

det f; = det A; = —1. Tendrdmos, pues, una aplicacién continua y suprayectiva
del espacio conexo [0, 1] en el espacio disconexo {—1,1}, lo cual es imposible.
u

Los mismos argumentos sirven para interpretar otros grupos de afinidades.
Por ejemplo:

Teorema 2.27 Si [ es una biyeccion afin de determinante positivo en un espa-
cio afin E existe una aplicacion continua f :[0,1] x E — E tal que para todo
t € [0,1], la aplicacion fi(x) = f(t,x) es una biyeccion afin, fo=1y fr = f.

DEMOSTRACION: Probaremos primero el teorema para automorfismos de
determinante positivo del espacio vectorial asociado E. Cada uno de estos
automorfismos se puede expresar como composicion de una homotecia lineal
de determinante positivo y un automorfismo de determinante 1. A su vez,
estos automorfismos se descomponen en producto de transvecciones, es decir,
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de aplicaciones de la forma f(z) = z + u(z)h, donde u : E — R es una
aplicacion lineal y h es un vector del nicleo de u.
Para una transveccién definimos

ft,z) =z + tu(z)h,
que es una transveccién para todo ¢, es continua como aplicacién [0, 1] xE — E,
fo=1ly fi=1F

Una homotecia lineal es de la forma f(z) = rz. Definimos la aplicacién
f(t,z) = (14t(r—1))z. Como 1+ t(r—1) >0 siempre quer >0y 0 <t <1,
tenemos que f; es una homotecia lineal para todo ¢t. Claramente se cumplen
también las otras propiedades.

Aplicando la misma técnica de composicién que en el caso de los movimientos
llegamos a que todo automorfismo de E de determinante positivo cumple el
teorema.

Una biyeccion afin en E de determinante positivo es de la forma

f(P)=0+75+ f(OP),

donde O es un punto arbitrario de E y f es un automorfismo de E de deter-
- —

minante positivo. Definimos f(t,P) = O + t¥ + f,(OP). Es facil ver que esta

aplicacion cumple lo pedido. L]

El teorema es falso para biyecciones afines de determinante negativo, pues
con el mismo argumento que hemos empleado para las simetrias se llega a que
la aplicacién det f; es una aplicacién continua en el espacio conexo [0, 1] tal que
det fo = 1, det f1 < 0 pero que nunca toma el valor 0, lo cual es imposible. Si
un endomorfismo de E tiene determinante 0 su imagen tiene dimensiéon menor
que E. Por consiguiente, cualquier aplicacién que transforme continuamente un
conjunto en su imagen por una biyeccion afin de E de determinante negativo,
en un momento dado “aplanard” el espacio en una variedad afin de dimension
menor. "

Orientacion Los resultados que acabamos de ver nos llevan a introducir un
concepto de orientacién en un espacio vectorial (aunque casi todo el razona-
miento que sigue es independiente de lo anterior).

Definicion 2.28 Diremos que dos bases ordenadas de un espacio vectorial real
de dimensién finita V tienen la misma orientacion si el determinante de la matriz
de cambio de base es positivo. Alternativamente, si existe un isomorfismo de
determinante positivo que transforma una en otra.

Es inmediato comprobar que las bases de V se dividen en dos clases de
equivalencia, a las que llamaremos orientaciones de V. Si una base tiene una
determinada orientacién, al cambiar de signo uno cualquiera de sus vectores
pasamos a una base con la orientaciéon opuesta.
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Un espacio vectorial orientado es un espacio vectorial real de dimensién
finita en el que hemos seleccionado una orientacién, a la que llamaremos positiva,
mientras que a la orientacion opuesta la llamaremos negativa. Consideraremos a
R"™ como espacio orientado tomando como orientacién positiva a la que contiene
a la base canodnica.

Conviene notar que en otros espacios vectoriales, por ejemplo en los subespa-
cios de R™, no hay ninguna base privilegiada que nos permita definir una orien-
tacion, luego la eleccién de una u otra como positiva es arbitraria. Lo mismo
sucede con el espacio vectorial asociado a un espacio afin real, o con el espacio in-
tuitivo, donde no tenemos bases candnicas. Para determinar una orientacion en
las representaciones graficas hemos de recurrir a criterios no geométricos. Por
ejemplo, si representamos la recta horizontalmente, se suele considerar como
base positiva a la formada por el inico vector unitario que apunta hacia la dere-
cha. La distincién izquierda-derecha no tiene mas fundamento que la anatomia
humana.

Para adoptar criterios similares de orientacion
en el plano y el espacio debemos notar primero que, e
segun los resultados de la seccién anterior, dos bases
ortonormales tienen la misma orientacién si y sélo si
podemos transformar una en otra mediante un movi-
miento continuo en el tiempo. Asi, diremos que una
base del plano es positiva si cuando el dedo indice
derecho apunta en la direccién (y sentido) del primer €
vector (con la palma hacia abajo) entonces el pulgar
(puesto en dngulo recto) apunta en la direccién del
segundo vector. Si dos bases cumplen esto, el movimiento que transporta nues-
tra mano de una a la otra justifica que tienen la misma orientacién, y viceversa.
Similarmente, consideraremos positivas a las bases ortonormales del espacio ta-
les que podemos disponer la mano derecha con el dedo medio apuntando en la
direccién del primer vector, el pulgar en la del segundo y el indice en la del
tercero. Una forma equivalente y mas comoda de esta regla es la siguiente: Una
base es positiva si cuando el indice derecho arqueado marca el sentido de giro
que lleva del primer vector al segundo por el angulo més corto, entonces el pul-
gar apunta en la direccion del tercer vector. Una ligera modificacion de estas
reglas las hace validas para bases cualesquiera, no necesariamente ortonormales.

Si un vector v en un plano orientado tiene coordenadas (a,b) respecto a
una base ortonormal positiva, entonces es claro que el vector w de coordenadas
(=b, a) es ortogonal al primero, con el mismo médulo y la base (v, w) es positiva.
Vamos a obtener un resultado analogo en tres dimensiones.

Sean v y w dos vectores en un espacio tridimensional orientado V. Sean
(a1,a2,a3), (b1,bs,bs) sus coordenadas en una base (eq,eq,e3) ortonormal y
positiva. Definimos su producto vectorial v Aw como el vector cuyas coordenadas
en dicha base son

ay as
by b3

az ax
bs by

ayp a2
by b

) )
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Como regla mnemotécnica y de calculo podemos usar:

€1 €2 €3
vAwW=| a; as as
by by by

Hemos de probar que esta definicion no depende de la eleccion de la base,
siempre que sea positiva. Aunque con rigor el determinante anterior no tiene
sentido (pues tiene vectores en su primera fila), si hay una relacién sencilla
entre el producto vectorial y los determinantes que es tutil para deducir sus
propiedades. Si x es un vector de coordenadas (x1,xa,x3), entonces

Ty T2 T3
(v,u,v) =z(vAw)=| a1 az ag |,
bi by b3

donde este determinante si tiene sentido. El escalar (z,u,v) se llama producto
mizto de los vectores x,u, v, y es claro que no depende de la base ortonormal
positivamente orientada que se escoja para calcularlo. Teniendo esto en cuenta
es facil probar hechos como que v Aw = —w A v. En efecto, para todo x se
cumple evidentemente z(v A w) = —x(w A v), y esto sélo es posible si se da la
relacion indicada. Del mismo modo se prueban las relaciones

vA(w+z)=vAw+ovAz, avAw=(aw)A\w=vA(aw), a€cR

Ademds v Aw = 0 si y sélo si v y w son linealmente dependientes. En
efecto, si son dependientes (v A w) = 0 para todo z, luego v Aw = 0. Si
son independientes entonces existe un x independiente de ambos, de modo que
(v Aw) # 0, luego v A w # 0.

Si v y w son linealmente independientes, entonces v Aw es un vector ortogonal
a ambos. En efecto, v(v A w) = w(v A w) = 0. Més aln, en general se cumple
lo Awll = o lw]] sen vw.
Para probarlo basta comprobar la identidad
lv Awlf* + (vw)? = [Jv]* w]]?,

que junto con vw = |[v|| ||w]|| cosvw nos lleva a la relacién indicada.

Por ultimo observamos que si v y w son linealmente independientes entonces
la base (v, w,v Aw) es positiva, pues el determinante de la matriz de cambio de
base respecto a ey, e, e3 es

2
+

2

a a
Lo > 0.

by b3

az a
bs by

ayp az

Tl b

Estas propiedades muestran que v A w es independiente de la base respecto
a la cual lo calculamos. Sea cual sea esta base, el producto vectorial resulta ser
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el vector nulo si v y w son dependientes o bien el vector perpendicular a ambos
cuyo modulo es el que hemos calculado y cuyo sentido es el necesario para que
la base (v, w,v A w) sea positiva.

Para terminar daremos una interpretacion intuitiva del modulo del producto
vectorial de dos vectores u y v. Se trata claramente del area del paralelogramo
que los tiene por lados:

lul " {lull senuv

o]l
2.3 Espacios completos

La ultima propiedad que vamos a estudiar no es topoldgica, sino métrica.
La completitud garantiza la convergencia de ciertas sucesiones sin necesidad de
conocer su limite de antemano. Ya hemos encontrado algunos casos, como el de
las sucesiones monétonas en R, o las mondtonas y acotadas en R. Los criterios de
este son muy utiles porque permiten definir nuevas funciones y constantes como
limites de sucesiones. Comenzamos introduciendo una familia de sucesiones en
un espacio métrico que incluye a todas las convergentes:

Definicién 2.29 Sea M un espacio métrico. Una sucesion {a,}>2, en M es
una sucesion de Cauchy si para todo € > 0 existe un natural ng de modo que si
m, n > ng, entonces d(a,,, a,) < €.

O sea, una sucesién es de Cauchy si sus términos estan finalmente tan
préximos entre si como se desee. Esto le ocurre a toda sucesién convergente,
pues si {a, }>2, converge a L, entonces dado € > 0 existe un natural ng de modo
que para todo n > ng se cumple d(a,, L) < €/2, luego si m, n > ng se cumple

A(am, an) < d(am, L) + d(L, an) < % + % =

Asi pues, toda sucesion convergente es de Cauchy, pero el reciproco no es
cierto. Pensemos en la sucesién {1/n} en el espacio ]0,1]. Como en R es
convergente, es de Cauchy. Obviamente sigue siendo de Cauchy como sucesion
en ]0, 1], pero ya no es convergente.

Por supuesto que el problema no esta en la sucesion, sino en el espacio, al
que en cierto sentido “le falta un punto”. Los espacios a los que no les faltan
puntos en este sentido se llaman completos:

Un espacio métrico M es completo si toda sucesién de Cauchy en M es
convergente.

La completitud de R es consecuencia de las siguientes propiedades obvias de
las sucesiones de Cauchy:

Teorema 2.30 Sea M un espacio métrico y {a,}52, una sucesién de Cauchy.
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a) Si{an}>2, tiene un punto adherente L, entonces converge a L.

b) La sucesion {a,}>2, estd acotada.

DEMOSTRACION: a) Dado € > 0, existe un ntimero natural a partir del cual
d(am,an) < €/2, y existe también un natural ng, que podemos tomar mayor que
el anterior, tal que d(an,, L) < €/2. Por lo tanto si n > ng se cumple que

d(an, L) < d(an, any) + d(an,, L) < ; + % —

Por consiguiente la sucesién converge a L.

b) Existe un ng tal que si n > ng, entonces d(an, an,) < 1, esto significa que
{an | n > ng} C Bi(an,), luego es un conjunto acotado, y la sucesién completa
es la union de este conjunto con el conjunto de los ng primeros términos, que es
finito, luego también estd acotado. Por lo tanto la sucesion esta acotada. m

Teorema 2.31 Todo espacio normado de dimension finita es completo.

DEMOSTRACION: Una sucesién de Cauchy estd acotada, luego estd conte-
nida en una bola cerrada, que es un conjunto compacto, luego tiene un punto
adherente, luego converge. L]

En la sencilla prueba de este teorema se ve una relacion entre la compacidad
y la completitud. Con mds detalle, la situacién es la siguiente:

Teorema 2.32 Se cumple:
a) Todo espacio métrico compacto es completo.
b) Todo cerrado en un espacio métrico completo es completo.

¢) Todo subespacio completo de un espacio métrico es cerrado.

DEMOSTRACION: a) Toda sucesion tiene una subsucesién convergente, luego
si es de Cauchy es convergente.

b) Si M es un espacio métrico completo y C' es un cerrado en M, entonces
toda sucesién de Cauchy en C' converge en M, y como C' es cerrado su limite
estard en C, luego la sucesién converge en C.

¢) Si C es un subespacio completo de un espacio métrico M, dado un punto
en la clausura de C, existe una sucesion en C' que converge a x, luego la sucesion
es de Cauchy, luego converge en C, luego x estd en C, luego C' es cerrado. m

Por supuesto no todo espacio completo es compacto. A veces es 1til conocer
lo que separa a un espacio completo de la compacidad:

Definicion 2.33 Un espacio métrico M es precompacto si para cada € > 0
existen puntos x1,...,2, en M tales que M = Bc(z1) U - U Be(2p).
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Obviamente todo espacio compacto es precompacto (basta extraer un sub-
cubrimiento finito del cubrimiento formado por todas las bolas de radio €).

El teorema 2.7 contiene la demostracién de que un espacio precompacto y
completo es compacto. En efecto partiendo de la hipdtesis sobre subsucesiones
convergentes, en primer lugar se prueba que el espacio es precompacto. Con
ayuda de la precompacidad se construye una sucesién de bolas By /(n41)(7n) en
las que podemos exigir que cada una de ellas corte a la anterior. Esto garantiza
que la sucesion de los centros es de Cauchy, con lo que podemos garantizar su
convergencia por la completitud y probamos la compacidad del espacio. Asi
pues:

Teorema 2.34 Un espacio métrico es compacto si y solo si es precompacto y
completo.

Es muy importante tener claro que la completitud es una propiedad métrica
y no topolégica. Por ejemplo, los espacios R y |—1, 1] son homeomorfos, pero
uno es completo y el otro no. En particular una imagen continua de un espacio
completo no tiene por qué ser completo.

Si analizamos lo que falla, vemos que en |—1,1[ hay sucesiones de Cauchy
no convergentes, por ejemplo las que convergen a 1 en R, pero cuando las trans-
formamos por el homeomorfismo entre |—1,1[ y R se convierten en sucesiones
que tienden a +oc0, que ya no son de Cauchy, luego no violan la completitud de
R. El problema es que mientras una aplicacién continua transforma sucesiones
convergentes en sucesiones convergentes, no transforma necesariamente sucesio-
nes de Cauchy en sucesiones de Cauchy. Y a su vez esto se debe a que si se
estira infinitamente una sucesién de Cauchy, ésta deja de serlo. Esto nos lleva a
conjeturar que la completitud se conservaréd por aplicaciones continuas que no
produzcan estiramientos infinitos. Vamos a definir este tipo de aplicaciones.

Definicién 2.35 Una aplicaciéon f : M — N
entre espacios métricos es uniformemente conti-
nua si para todo € > 0 existe un § > 0 de modo
que si x, y € M cumplen d(x,y) < J, entonces

d(f(@), f(y)) <e.

Desde un punto de vista légico, la diferencia f(y)
entre aplicacién continua y uniformemente conti-
nua es sutil. Conviene confrontarlas. Recorde-
mos que f es continua en un punto x si para todo 1
€ > 0 existe un § > 0 tal que si y € M cumple i
d(z,y) < 8, entonces d(f(z), f(y)) < e i
La diferencia es, pues, que cuando f es unifor- ~  [------------- -
memente continua el mismo § verifica la definicién  f(x) o
de continuidad para un € dado simultdneamente [~ """""""77 ! 3

en todos los puntos z. Por ejemplo, el homeomor-
fismo f entre |—1,1[ y R estira més los puntos
cuanto més proximos estdn de +1. Si tomamos 0 r Yy 1
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un punto x y queremos garantizar que f(z) diste de f(z) menos que ¢, tendre-
mos que exigir que z diste de x menos que un cierto ¢, pero si consideramos
los puntos que distan menos que ¢ de un punto y més cercano a 1, vemos que
muchos de ellos se transforman en puntos que distan de f(y) mucho més que
€, y que si queremos que no sobrepasen esta cota hemos de tomar un § mucho
menor.

Teorema 2.36 Sea f: K — M wuna aplicacion continua entre espacios métri-
cos y supongamos que K es compacto. Entonces f es uniformemente continua.

DEMOSTRACION: Sea € > 0. Para cada punto z € K, como f es continua
en z, existe un §(z) > 0 tal que si d(y, z) < 6(z), entonces d(f(y), f(z)) < €/2.
Cubramos el espacio K por todas las bolas abiertas de centro cada punto x y de
radio §(z)/2 y tomemos un subcubrimiento finito. Digamos que las bolas que
forman este subcubrimiento tienen centros en los puntos z1,...,x,. Sea § > 0
el minimo del conjunto {§(x1)/2,...,d(x,)/2}.

Si x, y son dos puntos cualesquiera de K tales que d(x,y) < §, entonces x
estard en una de las bolas Bj(,,)/2(2;). Entonces

Por lo tanto , y € Bs(y,)(2:), de donde

d(f(z), f(2:)) < 5, d(f(y), f(xi) <

NN e

Consecuentemente, d(f(z), f(y)) < e. u

La imagen de una sucesién de Cauchy por una aplicacién uniformemente
continua es una sucesién de Cauchy. En efecto, si {a,}52, es de Cauchy y
f es uniformemente continua, dado € > 0 existe un 6 > 0 de manera que si
d(z,y) < d, entonces d(f(:r),f(y)) < €. Existe un natural no tal que si n,
m > ng entonces d(am,an) < 8, luego d(f(an), f(as)) < e. Esto prueba que la
sucesion {f(an)}>2, es de Cauchy.

Como consecuencia, si dos espacios métricos X e Y son uniformemente ho-
meomorfos, esto es, si existe una biyeccién uniformemente continua con inversa
uniformemente continua entre ellos, uno es completo si y sélo si lo es el otro.

Es importante destacar que una imagen uniformemente continua de un es-
pacio completo no tiene por qué ser completa.

Veamos ahora algunas propiedades de las aplicaciones lineales entre espacios
normados.

Teorema 2.37 Sea f : E — F una aplicacion lineal entre espacios normados.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

a) f es continua en E.

b) f es continua en 0.
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¢) f estd acotada en By(0).
d) Existe un M > 0 tal que para todo © € E se cumple ||f(x)| < M||z||.
e) [ es uniformemente continua en E.

DEMOSTRACION: a) — b) es obvio.

b) — ¢), pues existe un § > 0 tal que ||z —0| < 4, entonces || f(z)— f(0)| < 1.

Por lo tanto si ||z|| < 1, se cumple ||[0z| <6, ||f(d2)|| <1, ||f(2)|| < 1/6, 0
sea, que 1/4 es una cota de f en B1(0).

¢) — d), pues si M es una cota de f en B;(0), dado cualquier z # 0 se
cumple que z/[[z]| € B1(0), luego || f(z/|[z[))|| < M, de donde || f(z)| < M]lx|,
y esto también es cierto si z = 0.

d) — e), pues para todos los z, y en E:

1f (@) = FWl = 1f(z = y)l < Mllz -yl

luego dado € > 0, si ||z — y|| < ¢/M, se cumple || f(z) — f(y)|| < e.
e) — a) es evidente. "

En particular, todo isomorfismo entre dos K-espacios vectoriales de dimen-
sion finita es un homeomorfismo uniforme para cualquier par de normas.

Definicién 2.38 Un espacio de Banach es un espacio normado completo.

Hemos visto que todo espacio normado de dimensién finita es un espacio de
Banach.

2.4 Espacios de Hilbert

En el capitulo I introdujimos los espacios prehilbertianos, que son los K-
espacios vectoriales dotados de un producto escalar.

Definicién 2.39 Un espacio de Hilbert es un espacio prehilbertiano H que sea
completo con la métrica inducida por el producto escalar.

Vamos a probar algunos hechos de interés sobre espacios de Hilbert. Los
primeros son validos en general sobre espacios prehilbertianos:

Teorema 2.40 Si H es un espacio prehilbertiano, entonces el producto escalar
en H es una funcion continua.

DEMOSTRACION: Para todos los z, 2/, y, ¥’ € H se cumple

[w-y =2y < @—2) -yl 42" (g =) < llw =2 Iyl + 12"l ly = o/l
< e =2yl + ll2” = =(Hly = o'l + 1] ly = o'1l-
Asi, dado un par (z,y) € H x H y un € > 0, todo par (¢/,y') € H x H que
cumpla ||z’ — z||, ||y — y|| < ¢/3M, donde M > ||z||,||y||, cumple también que
2

€ € €
\x-y—m’-y'|<3WM+W+3—MM<e.
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Definicién 2.41 Si H es un espacio prehilbertiano, diremos que z, y € H son
ortogonales, y lo representaremos por x L y, si x -y = 0.

Es conocido que la ortogonalidad en R™ coincide con el concepto geométrico
de perpendicularidad. Es facil generalizar el teorema de Pitdgoras:

Six Ly, entonces ||z +y|* = [lz]* + [ly]I*.

Asi mismo, las propiedades del producto escalar dan inmediatamente la
férmula conocida como identidad del paralelogramo:

Iz + gl + llz — ylI* = 2[|=]* + 2(ly[*.
Para cada A C H, definimos
At ={x € H |z L aparatodo a € A}.

Es claro que A+ es un subespacio vectorial de H. Méds atin, puesto que {a}*
es la antiimagen de 0 por la aplicacién continua x + a - , se cumple que {a}*

es cerrado, y como
1 _ 1L
AT = [ ){a}",
acA
vemos que AL es un subespacio cerrado de H.

Si V es un subespacio vectorial de H es claro que VNV, = 0. Vamos a
probar que si V es cerrado entonces H = V @ VL. Para ello necesitamos un
resultado previo:

Teorema 2.42 Sea M un subconjunto no vacio, cerrado y convexo de un espa-
cio de Hilbert H. Entonces M contiene un unico elemento de norma minima.

DEMOSTRACION: Sea ¢ el infimo de las normas de los elementos de M.

Aplicando la identidad del paralelogramo a %a@ %y tenemos

z+y|
=

1 2 _ 1 2 1 2
1z =yl = Sllall® + 1yl

Siz, y € M, por convexidad (z +y)/2 € M, luego

lz = l* < 2[ll* + 2[lyl|* — 46°. (2.1)

Si |lz|| = ||ly]l = ¢ esto implica = y, lo que nos da la unicidad. Es facil

construir una sucesion {x,, }22 , C M tal que lim ||z, || = 4. Aplicando 2.1 a z,
n

y &, concluimos facilmente que la sucesion es de Cauchy, luego converge a un
punto x que, por continuidad de la norma, cumplird ||z|| = §. Ademds, como M
es cerrado, ha de ser x € M y claramente su norma es la minima en M. =

Teorema 2.43 Sea V' un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H. En-
tonces
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a) Todo x € H se descompone de forma inica como x = Px + Qz, donde
PreV,QreVt.

b) Pz y Qz son los puntos de V y V+ mds prézimos a x.
¢) Las aplicaciones P: H —V y Q : H — V= son lineales y continuas.
d) ||=||* = [|Pz]* + |Qz/*.

DEMOSTRACION: El conjunto = + V es cerrado y convexo, luego podemos
definir Qx como el elemento de norma minima en x + V. Definimos Px =
z—Qz. Obviamente Pz € V. Veamos que Qz € VL. Para ello probaremos que
(Qx) -y = 0 para todo y € V. No perdemos generalidad si suponemos ||y|| = 1.
Por definiciéon de Qx tenemos que

(Q) - (Qr) = [|Qz|* < [|Qz — ay|* = (Qz — ay) - (Qx — ay),
para todo a € K. Simplificando queda
0< —afy-Qr) —a(Qz-y) + aa,

y si hacemos o = (Qz) - y queda 0 < —|(Qx) - y|?, luego (Qx) -y = 0.
Esto prueba la existencia de la descomposicién de a). La unicidad se debe a
que VN V+ =0. En definitiva, H =V @ V.

Ahora observamos que si y € V entonces
lz = ylI* = |Qz + (Pz — y)||* = |Qz|* + | Pz — y|%,

luego la minima distancia entre x y un punto y € V se alcanza cuando y = Pz.
Esto prueba b). El apartado d) es el teorema de Pitdgoras. La linealidad de
P y Q es obvia. La continuidad se debe a que por d) tenemos || Pz| < |z,
|Qx|| < ||z||, y basta aplicar el teorema 2.37. "

Terminamos con un teorema que caracteriza las aplicaciones lineales conti-
nuas de un espacio de Hilbert en K.

Teorema 2.44 Sea H un espacio de Hilbert y f : H — K wuna aplicacion
lineal continua. Entonces existe un tnico y € H tal que f(x) = x -y para todo
reH.

DEMOSTRACION: Si f es la aplicacién nula tomamos y = 0. En otro caso
sea V el nucleo de f, que serd un subespacio cerrado propio de H. Por el
teorema anterior V4 # 0, luego podemos tomar z € V1 con [|z|| = 1. Sea

u= f(x)z— f(2)x. Como f(u)= f(x)f(z)— f(z)f(x) =0, tenemos que u € V,
luego u - z = 0. La definicién de u implica

f(@) = f(x)(z-2) = f(2) (2 - 2).
Tomando y = f(z) z resulta f(z) =z - y.

La unicidad es obvia, pues si dos puntos y, ¥’ cumplen el teorema, entonces
y —y' es ortogonal a todo x € H. n
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2.5 Aplicaciones a las series numéricas

La completitud de K tiene muchas consecuencias sobre las series numéricas.
En primer lugar, la condicién de Cauchy para una serie en K puede expresarse
como sigue:

o0

Teorema 2.45 Una serie Y, a, en K es convergente si y sdlo si para todo
n=0

P

Y an

n=m

€ > 0 existe un natural ng tal que si ng < m < p, entonces < €.

P

DEMOSTRACION: Se trata de la condicién de Cauchy, pues > a, es la
n=m

diferencia entre la suma parcial p-ésima menos la suma parcial m — 1-sima, y

su médulo es la distancia entre ambas. ]
De aqui se sigue un hecho importantisimo.
o0 oo
Teorema 2.46 Sea ) a, una serie en K. Si la serie Y |ay| es convergente,
n=0 n=0

o0
entonces la serie Y, a, también lo es.
n=0

DEMOSTRACION: Dado € > 0 existe un nimero natural ny de manera que

P
si ng < m < p, entonces > |an| <e.

n=m
P p
Ahora bien, | > an| < Y |an| < ¢, luego la serie sin mdédulos también es
n=m n=m
de Cauchy, luego converge. ]

o0
Definicién 2.47 Una serie Y a, en K es absolutamente! convergente (serie)
. . ) n=0
si la serie Y |an| es convergente.
n=0
Hemos probado que toda serie absolutamente convergente es convergente.
Las series convergentes que no son absolutamente convergentes se llaman series
condicionalmente convergentes.

Un ejemplo de serie condicionalmente convergente es

11 1 1 1 1 1
l—-4-—-=-+4+-=—=4+-—=4---=0,693147...
2 * 3 4 + 5 6 + 7 8 +
La convergencia absoluta de una serie es esencial para ciertas cuestiones. Por
ejemplo, una consecuencia inmediata de las propiedades de las sumas finitas y
de los limites de sucesiones es que

Zan +an = Z(an +by), aZan = Zaan,
n=0 n=0 n=0

n=0 n=0
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entendiendo que si las series de la izquierda convergen, las de la derecha también
lo hacen y se da la igualdad. Un resultado analogo para producto de series ya
no es tan sencillo.

o0 o0
Definicién 2.48 Sean > a, y Y, b, dos series en K. Llamaremos producto

n=0 n=0
o0 n
de Cauchy de estas series a la serie > | > ag - bp—g |-
n=0 \k=0

La intencién es que la serie que acabamos de definir converja al producto de
las dos series de partida, pero esto no ocurre necesariamente si al menos una de
ellas no converge absolutamente.

o0 o0

Teorema 2.49 Si > a, y >, b, son dos series convergentes en K al menos
n=0 n=0

una de las cuales converge absolutamente, entonces

S5 ) () ()

DEMOSTRACION: Supongamos que la serie que converge absolutamente es

(oo}
> ay y definamos

n=0
00 00 n n
A= Zany B= vau Cn = Zak “bp—g, Cp = ch7
n=0 n=0 k=0 k=0
Ap :Zalw B, :Zblw ﬁn =B, — B.
k=0 k=0

Ahora,
C, = c+-+ec, :a0b0+(a0b1+a1b0)+-~-—|—(aobn+-~-+anb0)

= ayB,+- -+ a,By=ao(B+ 3+ +an(B+ o)
= A,B+ (aofn+ -+ anfo)
El teorema quedara probado si vemos que ag(, + - - - + a, 5o tiende a 0.
Sea € > 0. Sea K = i la,|. Sea M = sup{|B,| | n > 0} (la sucesién 3,
tiende a 0, luego estd acor‘gga).

Existe un nimero natural ng tal que si n > ng, entonces |3,| < €¢/2K y si

q
k > ng, entonces > |ax| < ¢/2M. En consecuencia, si n > 2ng,
k=no+1

n no n
|a0bn + -+ CLnb0| < Z |ak6n—k| = Z |akﬂn—k‘ + Z |akﬂn—k‘
k=0 k=0

k=no+1

€ n o € €

=S MY < K+ SM=e

< 2K 0|a’“|+ . +1|ak|_2K tomt T
= =No
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Si ninguna de las series converge absolutamente el resultado no tiene por
qué cumplirse.

Ejemplo Consideremos la serie
R
—Vn+ 1

La serie converge por el criterio de Leibniz. El producto de Cauchy de esta
serie por si misma tiene término general

n

kZO\/n—k+ D(k+1)

Cuando n > k tenemos
e () - (38 ()’

luego
1 R S
Vin—k+D)E+1) 5+l n+2

Por consiguiente

2 2(n+1
Z 2 ).

k:0n+2 n+1

len| >

Esta expresion converge a 2, luego ¢, no converge a 0 y el producto de
Cauchy no converge.

El teorema anterior prueba, pues, que la serie dada es condicionalmente
convergente. u

Otro punto en el que la convergencia absoluta resulta crucial es en el de la
reordenacion de los términos de una serie.
oo
Dada una serie convergente Y a, y una biyeccién o : N — N, podemos

n=0
0o

considerar la serie Z a(n) y estudiar su convergencia. De nuevo el resultado

natural exige que la serle converja absolutamente:

o0
Teorema 2.50 Si > a, es una serie absolutamente convergente y o : N — N
n=0

(o]
es una aplicacion biyectiva, entonces la serie ) a,(n) es absolutamente conver-
n=0
gente y tiene la misma suma.
DEMOSTRACION: Una serie es absolutamente convergente si y sélo si las

sumas parciales de sus médulos forman un conjunto acotado. Toda suma parcial
de los médulos de la reordenacion estd mayorada por una suma parcial de los
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médulos de la serie original (tomando los sumandos necesarios para incluir todos
los que aparecen en la suma dada). Por tanto las sumas parciales de los médulos
de la reordenacion estan acotadas y la serie converge absolutamente.

Sea € > 0. Existe un niimero natural ng tal que si n > ng

n oo oo oo oo n €
ST SYNE) SPH =D SIS S SRS
k=0 k=0 k=n k=n k=0 k=0

Sea mg > ng tal que {0,1,...,n0} C {0(0),0(1),...,0(mo)}. Entonces si
n 2 my,

n e n no no oo
Do) =D k| S |D o =D ek + | ak =) a
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
= €
<> ]+ 5 <€
k=no+1
o0 o0
Por lo tanto ) a,x) = > ax. "
k=0 k=0

Como consecuencia, si I es cualquier conjunto infinito numerable y {a;}icr

es cualquier familia de elementos de K con la propiedad de que las sumas > |a;],
i€F
con F' C I finito estén acotadas, tiene sentido la expresién Y a;, definida como
iel

la suma de la serie determinada por cualquier ordenacién del conjunto I, y es
un numero independiente de la ordenacion elegida. Obviamente la expresion
> a; tiene también sentido cuando I es un conjunto finito.
iel

Observar que si € > 0, existe un Fjy C [ finito tal que para todo Fy C F C I,
se cumple | >~ a; — Y a;| < e. En efecto, basta considerar una ordenacién de I
iel i€F
y tomar como Fjy los primeros términos de la sucesion, de modo que el médulo
de las colas con y sin médulos sea menor que €/2. Entonces

Zai—Zai < Zai—Zai + Zai—Zai <§+ Z la;] < e.

i€l icF icl i€ Fy i€ Fp ieF i€F\Fy

Las series absolutamente convergentes se pueden manipular exactamente
igual que si fueran sumas finitas. El siguiente teorema justifica cualquier ope-
racién razonable entre ellas.

oo
Teorema 2.51 Sea {a;}icr una familia de elementos de K. Sea I = |J I, una
n=0
division de I en partes disjuntas. Entonces Y, a; es (absolutamente) convergente
icl
- 1€
st y sélo si lo son las series > a; y Y. |a;|. Ademds en tal caso
icl, n=0

Ya=>Ya

i€l n=0iel,
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DEMOSTRACION: Si Y a; es absolutamente convergente, sus sumas parciales

iel
en médulo estdn acotadas, pero toda suma parcial en médulo de cada Y |a;]
=
lo es también de la primera, luego éstas estan acotadas, o sea, las series Y |a;]
el

convergen absolutamente. Dado cualquier natural k£, tomamos para cada n < k
un conjunto finito F,, C I, tal que > |a;| — > |a;] <1/(k+1). Entonces

i€l, i€F,
k k
SN il <D0 ail +1< ) ai + 1,
n=0icl, n=0ick, i€l

luego las sumas parciales estan acotadas y asi todas las series convergen abso-
lutamente.

&)
Supongamos ahora que las series > |a;| v Y, > |a;| convergen absoluta-
icly, n=04i€l,
mente. Si F' C [ es finito, para un cierto k suficientemente grande se cumple

Z\aﬂ:f: Z |a] Szkzz |a;| < iz |ail,

ieF n=04iel,NF n=0iel, n=0:el,

luego las sumas parciales de Y |a;| estdn acotadas y la serie converge absoluta-
i€l
mente.
Ahora supongamos la convergencia de todas las series y probemos la igualdad

de las sumas. Notemos que la serie

>y

n=0:€l,

es convergente porque es absolutamente convergente. Sea € > 0. Existe un
numero natural ng tal que

oo

Z Zai < e/4.

n=no+1i€l,
Para cada n < ng existe un conjunto finito F,, C I, tal que si F,, C F' C I,,

entonces
€
a; — a;| < ——m=.
Z v Z v 2(ng + 1)

i€l, i€ Fy,

Sea F' un conjunto finito que contenga a todos los F,, y tal que

Zai—Zai < e/4.

i€l i€F
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Entonces
[e'e) oo no
DD w—d <Y DD Y e
n=0i€el, iel n=no+1i€l, n=01i€el, iEF
+ E a; — E a;
ieF iel
no
< S0 S +iri 4
- a; — a; -+ -+-=c
4 - v ! 4 2 4
n=0 \i€l, icel,NEF
Por lo tanto ambas sumas coinciden. =

Ejemplo Consideremos la serie condicionalmente convergente
o0
(71)n+1
S = —_—
>
n=1

Entonces
i (_1)n+1 B S
~ 2 2

o0
Ahora consideremos la serie ) a, cuyos términos impares son ceros y sus
n=1
términos pares son los de la serie anterior, es decir, la serie

0rtqo0-Ltiorlyo-ly
2 4 6 8

Obviamente su suma es también S/2. La serie
oo
_1 n+1
> ()
n=1 n

converge a 35/2. Sus primeros términos son:

trors Tl gy
3 275 749

Eliminando los ceros obtenemos la serie
1 1 1 1 1 1

1 1
e T T T T
+3 2+5+7 4+9+11 6

Vemos que se trata de una reordenacién de la serie original, pero converge a
35/2. n
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2.6 Espacios de funciones

Uno de los éxitos de la topologia consiste en que sus técnicas, desarrolladas en
principio para estudiar espacios “geométricos” como K", se aplican igualmente
a objetos mds abstractos, como son los conjuntos de funciones entre espacios
topolégicos. Las definiciones siguientes no corresponden en realidad a conceptos
nuevos desde un punto de vista topolégico:

Definicion 2.52 Sea Y un espacio topoldgico y X un conjunto cualquiera. Una
sucesion funcional de X en'Y es una sucesion { f, }52; en el espacio Y~ de todas
las aplicaciones de X en Y, es decir, para cada n se cumple f,, : X — Y.

SiY es un espacio vectorial topoldgico (en especial si Y = K) cada sucesién

[ee]
funcional define la correspondiente serie funcional »_ f,, es decir, la sucesién
n=0

fi: X —Y.

n
cuyos términos son las funciones S,, =

k=0

Diremos que una sucesién funcional {f,}2%, converge puntualmente a una
funcién f € YX si para todo z € X se cumple lim f,(z) = f(x). En tal caso
n

escribiremos lim f,, = f. Para series de funciones podemos definir de manera
n

obvia la convergencia puntual absoluta y la convergencia puntual condicional.

En realidad no estamos introduciendo un nuevo concepto de convergencia.
Notemos que YX es el producto cartesiano del espacio Y por si mismo tantas
veces como elementos tiene X, luego podemos considerarlo como espacio to-
poldgico con la topologia producto. Las sucesiones convergen en esta topologia
si y sélo si convergen coordenada a coordenada, o sea, si y sélo si convergen
puntualmente. Por ello a la topologia producto en Y¥ se la llama también
topologia de la convergencia puntual.

Sin embargo, la convergencia puntual no es la convergencia mas natural que
puede definirse sobre las sucesiones funcionales. De hecho presenta grandes
inconvenientes.

Ejemplo Para cada n > 1 sea f, : R — R la funcién dada por

0 siz<0 O
fol@)=<¢ nx si0<z<1/n
1 sil/n<z

1/n '

Si & < 0 entonces f,(z) es constante igual a 0 y si

x > 1 entonces f,(x) es finalmente constante igual a 1,

luego esta sucesion funcional converge puntualmente a la

t funcién f que muestra la figura de la izquierda. Tenemos,

pues, una sucesion de funciones continuas cuyo limite puntual no es continuo.
|
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En general el hecho de que una funcién sea limite
puntual de una sucesiéon de funciones aporta muy
poca informacion. La razon es que los entornos de
la topologia puntual son muy grandes. En efecto, en

el caso de RF no es dificil ver que un entorno bésico KD @V T3
de una funcioén f es un conjunto de la forma

{g e RR | lg(xi) — f(z)| <€, i= 1,...,n},

donde € > 0y x1,...,2, € R, es decir, si una sucesién funcional tiende a f, lo
maximo que podemos garantizar tomando un indice grande es que los términos
de la sucesién se pareceran a f en un numero finito de puntos, pero dos funciones
pueden parecerse en un numero finito de puntos y ser muy diferentes.

Es mucho mas natural considerar que dos funciones estan proximas cuando
distan menos de un € en todos los puntos a la vez. Por ello, si Y es un espacio
métrico, definimos la topologia de la convergencia uniforme en Y~ como la que
tiene por base de entornos abiertos de una funcién f a los conjuntos de la forma

B(f,e)={geY™| d(f(z),g(z)) < € para todo x € X}.

De este modo, cuando una funcién g esta en un entorno de f suficientemente
pequeno, ambas funciones se parecen realmente. Es facil comprobar que los
conjuntos B(f, €) cumplen las condiciones del teorema 1.14 y por tanto definen,
seglin hemos dicho, una topologfa en YX.

Es inmediato comprobar que una sucesién funcional {f,}5°, converge uni-
formemente (es decir, en la topologia de la convergencia uniforme) a una funcién
f si y sélo si para todo € > 0 existe un ng tal que si n > ng, entonces
d(fn(z), f(z)) < € para todo z € X.

La diferencia, pues, entre la convergencia uniforme y la convergencia puntual
es que cuando la convergencia es uniforme hay un ng a partir del cual todos los
fn(z) distan de su limite menos de un e dado, mientras que si la convergencia
es puntual cada punto = puede requerir un ny mayor para acercarse a su limite
en menos de €, de manera que ninguin ng sirva simultdneamente para todos los
puntos.

Es obvio que si una sucesién funcional converge uniformemente a una fun-
cién, también converge puntualmente a dicha funcién. Tanto la topologia de
la convergencia uniforme como la topologia de la convergencia puntual son de
Hausdorff, luego los limites son tnicos.

Si en el espacio Y tomamos la distancia d’'(z,y) = min{1, d(z,y)}, los con-
juntos B(f,€) son los mismos cuando € < 1, luego d’ induce la misma topologia
de convergencia uniforme en YX.

La ventaja de esta métrica es que no toma valores mayores que 1, por lo que
podemos definir

d(f,g) = sup{d'(f(x),g(x)) | z € X},

y es claro que esta d es una distancia en Y~ para la cual B(f, ¢) es simplemente
la bola abierta de centro f y radio €. Esto convierte a YX en un espacio métrico
cuya topologia es precisamente la de la convergencia uniforme.
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Teorema 2.53 Sea X un espacio topoldgico e Y un espacio métrico. Entonces
el conjunto C(X,Y) de las aplicaciones continuas de X en'Y es cerrado en YX,
cuando en éste consideramos la topologia de la convergencia uniforme.

DEMOSTRACION: Sea {f,}2°, una sucesién de aplicaciones continuas que
converja uniformemente a una funciéon f. Basta ver que f es continua.

Sea € > 0. Sea ng tal que si n > ng y € X, entonces d(fn(z), f(z)) < €/3.

Sea z¢ € X (vamos a probar que f es continua en zp). Como f,, es continua
existe un entorno U de z tal que si x € U, entonces d( fn, (), fn,(20)) < €/3.
Por lo tanto, si x € U, se cumple que

d(f(@), f(w0)) < d(f(@), fro (@) + d(fro (@), frg (x0)) + d(fuy (0), f(20)) < .

Este es un primer ejemplo del buen comportamiento de la convergencia uni-
forme. Veamos otros:

Teorema 2.54 Sea Y un espacio métrico completo y X un conjunto. Entonces
YX es completo con la métrica inducida a partir de la métrica de Y. Por lo
tanto si X es un espacio topoldgico, C(X,Y) también es completo.

DEMOSTRACION: Ante todo notemos que si Y es completo con su métrica
d, también lo es con la métrica d’ que resulta de tomar el minimo con 1, luego
podemos suponer que la métrica en Y estd acotada.

Sea {f,}°%, una sucesién de Cauchy en YX. Esto significa que para todo
€ > 0 existe un ng tal que si m, n > ng y « € X, entonces d( fin(2), fn(z)) <.

En particular esto implica que cada sucesién {f,,(2)}52, es de Cauchy en Y,
luego converge a un cierto punto f(z). Con esto tenemos una funcién f € Y
a la cual {f,}52, converge puntualmente. Basta ver que también converge
uniformemente.

Sea € > 0 y tomemos un natural ng como antes. Asi, si ng < n < m,
se cumple d(fm(x), fn(:v)) < ¢, luego f,,(x) estd en la bola cerrada de centro
fn(z) y radio €, luego el limite f(x) estard en esta misma bola, o sea, se cumplird
d(f(;zc)7 fn(x)) < ¢, y esto para todo n > ng y todo x € X. Esto significa que la
sucesién converge uniformemente a f. La completitud de C(X,Y) se sigue de
que es un cerrado. n

En general no podemos convertir a Y en un espacio normado aunque Y
lo sea. El problema es que no podemos transformar la norma en una norma
acotada. Lo tinico que podemos hacer es definir (Y*)* como el espacio de
las funciones acotadas de X en Y, es decir, las funciones f tales que f[X]
estd acotado. En este conjunto podemos definir la norma supremo dada por
[ flloe = sup{||f(z)] ‘ x € X}, que obviamente genera las bolas que definen
la topologfa de la convergencia uniforme (restringida a (YX)*). Asf pues, si Y
es un espacio normado, (YX)* también lo es, y como es facil ver que el limite
uniforme de funciones acotadas estd acotado, resulta que (YX)* es cerrado en
Y X, luego si Y es un espacio de Banach, (YX)* también lo es.
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Si X es un espacio topolégico e Y es un espacio normado, definimos C*(X,Y)
como el espacio de las funciones continuas y acotadas de X en Y. Obviamente se
trata de la interseccién de dos cerrados, luego es cerrado, es un espacio normado
y 81 Y es un espacio de Banach, C*(X,Y) también lo es.

En particular C*(X,K) es un espacio de Banach. En general no podemos
dotar a C(X,K) de estructura de espacio normado. De hecho no es un espacio
vectorial topoldgico porque no es conexo. En efecto, es facil ver que C*(X,K)
es abierto y cerrado en C(X,K). La tdnica excepcion es precisamente cuando
C(X,K) = C*(X,K). Esto ocurre por ejemplo si X es un compacto. Es decir,
si X es compacto, entonces C'(X,K) es un espacio de Banach con la norma
supremo y la topologia es la de la convergencia uniforme.

Sea L(E, F) el conjunto de las aplicaciones lineales continuas entre dos espa-
cios normados. Teniendo en cuenta 2.37, la aplicacién L(E, F) — C*(B1(0), F)
definida por restriccién es claramente lineal e inyectiva (pues B1(0) contiene una
base de F). Si transportamos la norma de este segundo espacio al primero ob-
tenemos que, para cada aplicacién lineal y continua f : E — F, su norma es
el supremo de f en By(0), y por lo tanto cumple | f(v)|| < ||f]] ||v|| para todo
vekFb.

Ejercicio: Probar que L(E, F') es un subespacio cerrado de C*(B1(0), F). Por consi-
guiente, si F' es un espacio de Banach, L(F, F') también lo es.

Terminamos con un resultado importante sobre convergencia de series funcio-

o0
nales. Previamente notemos lo siguiente: si una serie Y f,, converge absoluta
n=0

o0
y uniformemente en un conjunto X, es decir, si la serie Y. |f,| converge uni-

o0 n=
formemente, entonces Y. f, converge uniformemente. La prueba es la misma
que la de 2.46. n=0

Teorema 2.55 (Criterio de Mayoracién de Weierstrass) Sea i fn una
serie funcional en un espacio X y {M,}52, una sucesion en el intervglzo[o, +oo]
tal que para todo natural n y todo x € X se cumpla |fn(z)] < M,. Sila
serie § M,, es convergente, entonces la serie f, es absoluta y uniformemente
conver;g:eonte en X.

DEMOSTRACION: La serie M,, es de Cauchy, luego dado € > 0 existe un ng

P
tal que si ng < m < p, entonces ». M, <e. Asi

S lf@I =Y @) <> My <e

para todo x € X. Esto significa que la serie > |f,| es de Cauchy en C'(X,K),

n=0
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o0

luego (uniformemente) convergente, luego > f, es absoluta y uniformemente
n=0

convergente. n

2.7 Apéndice: El teorema de Baire

Terminamos el capitulo con un resultado que no nos va a hacer falta mas
adelante, pero que es util en algunos contextos mas avanzados. Necesitamos
algunos resultados previos:

Definicion 2.56 Si M es un espacio métrico y C C M, se define el didmetro
de C' como
d(C) = sup{d(z,y) | z, y € C} € [0, 400].

Es facil calcular el didmetro de una bola abierta:
d(B,(z)) = 2r.

También se comprueba sin dificultad que el didmetro de un conjunto coincide
con el de su clausura. Por tltimo, necesitamos el siguiente hecho elemental:

Teorema 2.57 Sea M un espacio métrico completo. Toda familia decreciente

{Ch}n de cerrados en M no vacios tal que limd(C,,) = 0 tiene interseccion no
- n

vacia.

DEMOSTRACION: Para cada n tomamos z,, € C,,. Como lim,, d(C,,) =0, es
claro que la sucesién (z,), es de Cauchy. Su limite = estd en cada C,, por ser
éste cerrado y {C,, },, decreciente. =

Teorema 2.58 (Teorema de Baire) En un espacio métrico completo, la in-
terseccion de una familia numerable de abiertos densos es un conjunto denso.

oo

DEMOSTRACION: Sea M un espacio métrico completo y G = () G,, una
n=1

interseccién numerable de abiertos G, densos en M. Basta probar que G corta

a toda bola abierta B,(x). Como G; es denso en M existe 1 € Gy N B,.(x).
Como G1 N B,(x) es abierto, existe un rq > 0, que podemos tomar menor que
r/2, tal que By, (z1) C G1 N B.(x).

Inductivamente podemos construir una sucesion {x,, },
de puntos de M y una sucesién {7, }, de niimeros reales
positivos de modo que

B, (tn) C GuN By, (tn_1) (2.2)

n

y T < 1/n para todo n.



2.7. Apéndice: El teorema de Baire 97

S J—
Por el teorema anterior, (| By, (z,) # &, luego (2.2) implica que
n=1

GNBp(x) D [ (GnN By, (xn-1)) # 2.

n=1

Sin més que tener en cuenta que el complementario de un conjunto denso es
un conjunto con interior vacio tenemos una forma equivalente del teorema de
Baire:

Teorema 2.59 (Teorema de Baire) En un espacio métrico completo, toda
union numerable de cerrados de interior vacio tiene interior vacio.

Conviene observar que la tesis del teorema de Baire (en cualquiera de sus dos
formas equivalentes) se cumple también sobre espacios topoldgicos localmente
compactos, no necesariamente metrizables. La prueba es, de hecho, mas sencilla,
y se obtiene sustituyendo el teorema 2.57 por el hecho de que la interseccion de
una familia decreciente de compactos no vacios es no vacia.

Aunque, segin hemos indicado, no necesitaremos el teorema de Baire, vamos
a tratar de explicar su interés. Para ello necesitamos algunas definiciones:

Definicién 2.60 Sea X un espacio topoldgico. Un subconjunto A de X es
diseminado si X \ A contiene un abierto denso o, equivalentemente, si A estd
contenido en un cerrado de interior vacio o, también, si int A = &.

Informalmente, la idea es que un abierto denso (y cualquier conjunto que
lo contenga) es un conjunto “muy grande” desde el punto de vista topoldgico,
pues todo abierto contiene un abierto contenido en tal conjunto; los conjuntos
diseminados son topoldgicamente “muy pequenos”. Como todo conjunto que
contenga a un conjunto que contenga a un abierto denso contiene un abierto
denso, tomando complementarios obtenemos que los subconjuntos de los conjun-
tos diseminados son diseminados. Esta nocién de conjunto diseminado resulta
ser muy restrictiva, esencialmente a causa de que no se conserva por uniones
numerables, por ello se definen los conjuntos de primera categoria:

Definicién 2.61 Un subconjunto A de un espacio topolégico X es de primera
categoria si es unién numerable de conjuntos diseminados. A es de sequnda
categoria si no es de primera categoria.

Es evidente que toda unién numerable de conjuntos de primera categoria
es de primera categoria. Asi, los conjuntos de primera categoria son conjun-
tos topoldgicamente “pequenos”, aunque no necesariamente “muy pequenos”,
mientras que los conjuntos de segunda categoria son los topolégicamente “gran-

7

des”.

No obstante, estas nociones no sirven de nada sin el teorema de Baire, que
puede enunciarse en una tercera forma equivalente:
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Teorema 2.62 (Teorema de Baire) En un espacio métrico completo, los con-
Juntos de primera categoria tienen interior vacio.

DEMOSTRACION: Consideremos un conjunto C de primera categoria. En-
tonces

C =UA, c U4, =,

donde los conjuntos A,, son diseminados, luego sus clausuras son cerrados de
interior vacio, luego C’ tiene interior vacio (por la versién que ya hemos probado
del teorema de Baire) y C' también. "

Asi pues, si probamos que un conjunto C' es “pequeno”, en el sentido de
que es de primera categoria, el teorema de Baire nos da que todo abierto va a
contener puntos que no estan en C. Este es esencialmente el interés del teorema
de Baire.

Terminaremos con una aplicacién del teorema de Baire, que no es de las mas
tipicas, pero tal vez la mas sencilla:

Ejemplo Q no puede expresarse como una interseccion numerable de abiertos
de R.

En efecto, en tal caso seria una interseccién numerable de abiertos densos,
luego R\ Q seria una unién numerable de cerrados de interior vacio, al igual que
R=QU R\ Q). El teorema de Baire nos darfa entonces que R tiene interior
vacio (en si mismo), lo cual es absurdo. "

Los conjuntos que pueden expresarse como interseccién numerable de abier-
tos se llaman conjuntos Gs. El ejemplo anterior, junto con el teorema siguiente,
muestra que no puede existir una funcién f : R — R continua en los puntos
Q y discontinua en los de R\ Q. (Si el lector cree que esto es evidente, deberia
pensar en el ejercicio que sigue al teorema.)

Teorema 2.63 Sea M un espacio métrico completo. El conjunto de puntos de
continuidad de toda funcion f: M — R es un Gs.

DEMOSTRACION: Para cada natural no nulo n definimos

G, ={x € M| existe § >0 tal que sup f(y)— inf f(y)<1/n}.
y€Bs(z) yeB; ()

Claramente los conjuntos G,, son abiertos. Basta probar que el conjunto de

o0
puntos de continuidad de f es G = [ G,.
n=1
Si f es continua en x, dado un n > 0 existe un § > 0 tal que si y € Bs(x)
entonces |f(z) — f(y)| < 1/(4n). Por lo tanto, si y, ¥’ € Bs(x) se cumple que
If(y)—f(")] <1/(2n)y, tomando el supremo en y y el infimo en y’, concluimos
que x € G,.
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Reciprocamente, supongamos que x € G. Dado € > 0 tomamos n tal que
1/n <e. Como z € Gy, existe § > 0 tal que

sup f(y) — if f(y) <1/n.
yEBs(x) yEBs ()

Entonces si y € Bs(z) se tiene que

[fz) = fy)l < sup f(y)— Inf fly) <1l/n<e,
yEBs(x) yEBs(x)

luego f es continua en x. m

Ejercicio: Consideremos la funcién f : R — R dada por

flz) = {l/q six=p/qconp,q€Z (pg)=1,9>0,
0 en caso contrario.

Demostrar que lim f(z) = 0 para todo zo € R. Deducir que f es continua en R\ Q

y discontinua en Q.






Capitulo III

Calculo diferencial de una
variable

En este capitulo estudiaremos una de las ideas mas importantes y fructiferas
que posee la matematica actual. Su nicleo estd en la observacion de que mu-
chas curvas se parecen localmente a rectas. Por ejemplo, visto suficientemente
de cerca, un arco de circunferencia es indistinguible de un segmento de recta.
Una prueba de ello estd en el horizonte que separa el cielo del mar en un dia
despejado. Se trata de un arco de circunferencia, pero jse ve que es asi?

La razén por la que el horizonte parece recto no es que la Tierra sea muy
grande, sino que la vemos muy de cerca. Vista desde la Luna es claramente
esférica y cualquier circunferencia al microscopio parece una recta. Lo mismo
sucede con muchas curvas, que si las vemos muy de cerca parecen rectas. Pero
esto no es cierto para todas. Pensemos en la curva de la figura.

Vista de cerca podria pasar por una recta en un en-
torno de cualquiera de sus puntos excepto el senalado
con el circulo, donde tiene un “pico”. Por més que nos
acerquemos nunca dejaremos de ver ese pico que delatara
que no se trata de una recta. Vamos a estudiar las curvas que localmente se
parecen a rectas. Pero jqué es exactamente parecerse a una recta?

3.1 Derivacion

Consideremos una funcién f definida en un entorno T

de un punto a € R y con imagen en R. Supongamos 7
que su gréfica se parece mucho a una recta en un en-
torno del punto. La pregunta es ja qué recta se parece?
Por lo pronto a una que pasa por el punto (a, f(a)).
Las rectas que pasan por dicho punto (a excepcién de ! a

la vertical, que no nos va a interesar) son de la forma r(z) = m(z — a) + f(a),
donde m € R.

101
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La interpretacién geométrica de m es sencilla. En general, si tenemos una
recta 7(r) = mx + n, en un punto ¢ tomard el valor r(a) = ma + n. Si nos
trasladamos a un punto a 4+ h con h # 0 obtendremos r(a + h) = ma + mh + n.
El incremento que ha experimentado la funcién es r(a + h) — r(a) = mh, y si lo
dividimos por el desplazamiento h obtenemos, independientemente de cual sea
h, el valor m. Es decir,
r(a+h) —r(a)

Y .

Geométricamente esto no es sino el teorema de Tales. En definitiva, m expresa lo
que aumenta la funcién por unidad de avance: si nos desplazamos h = 1 unidad,
la recta aumenta en m unidades, si avanzamos h = 2 unidades, la recta aumenta
2m, etc. Por lo tanto, si el valor de m es grande la recta subird muy rdpidamente,
serd una recta muy empinada. Si m = 0 la recta no sube, es constante. Si m
es negativo la recta baja, mas rapidamente cuanto mayor sea m en mddulo. El
nimero m se llama pendiente de la recta. Una recta viene determinada por
dos de sus puntos o bien por uno de sus puntos y su pendiente (pues conocido
un punto (a,b) y la pendiente m conocemos més puntos: (a + 1,b + m), por
ejemplo).

Volviendo a nuestro problema, tenemos la recta r(z) = m(z—a)+ f(a), cuya
pendiente es m. Nos falta determinar m para que sea la recta que se parece a f.
Consideremos la expresion

fla+h) - f(a)

m) = HE2

(3.1)

Esto no es una constante (salvo que f sea una recta), pero si ciertamente f
se parece a una recta r, esta expresién deberia parecerse a la pendiente de 7.
Si f se parece mas a r cuanto mas de cerca la miramos, esto es, cuando consi-
deramos puntos més cercanos al punto a, el valor m(h) deberia parecerse més
a la pendiente de r cuanto menor es h. Por ello definimos:

Definicién 3.1 Sea f: A — R y @ un punto interior de A. Diremos que f es
derivable en a si existe (en R)

Fla) — 1 F@TH) = F@)

h—0 h

Cuando esto sucede, a la recta r(x) = f'(a)(x — a) + f(a) se le llama recta
tangente a f en el punto (a, f(a)) (o para abreviar, en el punto a). El niimero
f'(a) es la derivada de f en el punto a.

Segun hemos dicho, una funcién es derivable en un punto cuando su grafica
se confunde en un entorno de dicho punto con la de una recta, la recta tangente
a la funcién en el punto. Esto no es exacto, pues en realidad hay funciones
que se parecen a rectas en los alrededores de un punto y pese a ello no son
derivables. Esto ocurre cuando la recta tangente es vertical, con lo que su
pendiente es infinita y no existe (en R) el limite que define la derivada. Un
ejemplo lo proporciona la funcién /= en z = 0.
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Observamos que el eje vertical es tangente a la funcién en 0, pese a lo cual,
seglin veremos, la funcién no es derivable en 0.

Diremos que una funcién es derivable en un abierto A si es derivable en
todos los puntos de A. Una funcién es derivable si su dominio es un abierto y
es derivable en todos sus puntos.

Si f: A — R es derivable, tenemos definida otra funcién f': A — R que
a cada punto a € A le asigna su derivada f’(a). A esta funcién la llamamos
(funcién) derivada de f en A.

Teniendo en cuenta la motivacién que hemos dado para el concepto de de-
rivada, es claro que toda recta no vertical, f(x) = ma + n es derivable en R
y su derivada es su pendiente, o sea, m. La razon es que, segin hemos visto,
el cociente (3.1) es en este caso constante igual a m, luego el limite cuando h
tiende a 0 es igualmente m. En particular, la derivada de una funcién constante,

f(z)=a,es f'(z) =0.

Ejemplo Calculemos la derivada de la funcién f(z) = 22.

h2_ 2 2 22h h2_ 2
S P T G ) el N e e ek VARG PR AR
h—0 h h—0 h h—0

Enseguida veremos que es muy fécil reconocer las funciones derivables asi
como calcular sus derivadas. Primero demostremos un hecho basico. Obvia-
mente, lo primero que ha de hacer una funcién para parecerse a una recta es ser
continua.

Teorema 3.2 Si una funcion es derivable en un punto a, entonces es continua
en a.

DEMOSTRACION: Sea f: A — R derivable en a. Entonces existe

fl(a):}lbi_)IIBf(a_Fh})L_f(a)

Como ’llin% h = 0, multiplicando obtenemos que

lim (f(a + h) — f(a)) = f/(a)0 = 0.

h—0
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Por lo tanto }lll'n}) fla+ h) = f(a). Teniendo en cuenta la definicién de limite,
es facil ver que esto equivale a que lim f(z) = f(a). Esto significa que f es
r—a

continua en a. m

En particular, las funciones derivables son continuas, pero no toda funcién
continua es derivable.

Ejemplos Ya hemos dicho que ¢/ no es derivable en 0. Es facil probarlo. La
derivada en 0 seria

Vr—0 1
lim Ve = lim = +00.
h—0  h h—0 /B2
Aqui la razén es que la pendiente de la funcién se ||

vuelve infinita en 0. Otra causa de no derivabilidad (a pe-
sar de la continuidad) es que la funcién forme un “pico”.
Por ejemplo f(x) = |z| en x = 0. La derivada seria

o =0
1 '
1m A

= lim sig h,
h—0 h—0

pero es claro que el limite por la izquierda es —1 y el limite por la derecha es
+1, luego no existe tal limite. "

3.2 Calculo de derivadas

El teorema siguiente recoge las propiedades basicas que nos permiten derivar
las funciones mas simples:

Teorema 3.3 Sean f, g: A — R funciones derivables en un punto a € A y
acR.

a) f+g es deriwable en a y (f 4+ g) (a) = f'(a) + ¢'(a).
b) af es derivable en a y (o f) (a) = a f'(a).
¢) fg es derivable en a y (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

d) Sig(a) #0, f/g es derivable en a y

(f/9)'(a) =

En particular, las funciones derivables en A forman una subdlgebra de C'(A).
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DEMOSTRACION: Las propiedades a) y b) son muy sencillas. Veamos c).

o 90+ Bglat h) = f(@)g(a)

(f9)(a) = lim .
o flat hglath) — f()gla+h) + f(@)ga+h) — f(a)g(a)
h—0 h
= f'(a)g(a) + f(a)g'(a),

donde hemos usado la continuidad de g en a al afirmar que ,h’r% gla+h) = g(a).
La prueba de d) es similar. "

Aplicando inductivamente la propiedad c) se obtiene que (") = naz""!,

para todo natural n > 1. Aplicando ahora d) resulta que esto es cierto para
todo entero n # 0. En particular todos los polinomios y fracciones algebraicas
son derivables en sus dominios.

Por ejemplo, la derivada de 3z* —2z3 422452 —3 es igual a 1223 —6224-22+5.
Observar que la derivada de un polinomio coincide con su derivada formal en el
sentido algebraico.

La derivacion de las raices se seguirda un resultado general sobre funciones
inversas. Por ejemplo, la funcién /z es la inversa de la funcién 23. Esto significa
que un punto (z,y) estd en la grafica de ¥/ si y sélo si el punto (y,x) estd en
la de 3. La gréafica de una se obtiene de la de la otra cambiando z por y.
Geométricamente esto equivale a girar la gréfica respecto a la diagonal:

2

1.5 /

Es claro geométricamente que si una funcién tiene tangente en el punto
(z,y), su inversa tendrd tangente en el punto (y,x), y que la recta tangente a la
inversa resultard de girar respecto a la diagonal la recta tangente a la funcién
original. Ahora bien, jqué relacién hay entre la pendiente de una recta y la
pendiente de la recta que resulta de girarla respecto a la diagonal?. Si una recta
es y = mx +n (con pendiente m), girar respecto a la diagonal es cambiar y por
x, o sea, pasar a © = my + n. Despejando y obtenemos y = (1/m)x — n/m.
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Por lo tanto la pendiente es 1/m. Si la recta original tiene pendiente 0 (es
horizontal), la recta girada es vertical, tiene pendiente infinita.

Por lo tanto es de esperar que si una funcién biyectiva f cumple f(a) =by
tiene derivada m # 0 en a, entonces su inversa tiene derivada 1/m en b. Antes
de probarlo analiticamente damos un sencillo resultado técnico.

Definicién 3.4 Sea A unintervaloy f: A — R, diremos que f es creciente en
A si cuando z < y son dos puntos de A, se cumple f(z) < f(y). Si de hecho se
cumple f(x) < f(y) diremos que f es estrictamente creciente en A. Se dice que
f es decreciente en A si cuando x < y son puntos de A, se cumple f(y) < f(x).
Si se cumple f(y) < f(z) se dice que es estrictamente decreciente en A. La
funcién f es (estrictamente) monétona en A si es (estrictamente) creciente o
decreciente en A.

3 es estrictamente creciente en R.

Por ejemplo, la funcién =
Teorema 3.5 Sea A un intervalo y f : A — R una funcién inyectiva y conti-
nua. Entonces f es estrictamente mondtona en A.

DEMOSTRACION: Sean a < b dos puntos cualesquiera de A. Supongamos que
f(a) < f(b). Entonces todo a < & < b ha de cumplir f(a) < f(z) < f(b), pues
si, por ejemplo, f(z) < f(a) < f(b), por el teorema de los valores intermedios, en
el intervalo ]z, b[ habria un punto cuya imagen serfa f(a), y f no seria inyectiva.

De aqui se sigue que f es creciente en [a,b], pues si a < < y < b, hemos
visto que f(a) < f(x) < f(b), y aplicando lo mismo a los puntos x, b, resulta
que f(x) < f(y) < f(b). Igualmente, de f(b) < f(a) llegariamos a que f es
decreciente en [a,b]. Por lo tanto f es mondtona en cualquier intervalo [a, b]
contenido en A.

Pero si f no fuera mondtona en A existirfan puntos u < v y r < s tales
que f(u) < f(v) y f(s) < f(r). Tomando el minimo y el méximo de estos
cuatro puntos obtendriamos los extremos de un intervalo en el que f no seria
mondtona. L]

Teorema 3.6 (Teorema de la funcién inversa) Sea A un intervalo abierto
y [ : A— R una funcidn inyectiva y derivable en A tal que f' no se anule en
ningun punto de A. Entonces

a) B = f[A] es un intervalo abierto.
b) La funcién inversa g = f~': B — A es derivable en B.

¢) Para todo a € A, si f(a) = b, se cumple que ¢'(b) = 1/f'(a).

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior sabemos que f es estrictamente
monotona. Digamos que es mondtona creciente. Si a < b son dos puntos de
A, por conexién f Ua,b[] ha de ser un intervalo, y de la monotonia se sigue

facilmente que f Ua, b[] =1f(a), f(b)].
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Dado a € A, podemos tomar un € > 0 tal que [a — ¢,a + €] C A, con lo que

f(@) €1f(a—e). fla— = flla—e.a+e] CB.

Asi pues B es un entorno de f(a) para todo a € A, o sea, para todos los
puntos de B. Por lo tanto B es abierto. Por conexién es un intervalo. Ademés
hemos visto que f envia abiertos bésicos ]a, b a abiertos basicos, y esto significa
que g es continua.

Sea ahora f(a) = b. Por la monotonia, si h # 0, entonces g(b+ h) # g(b).
Sea k= g(b+h) —g(b) #0. Asi g(b+h) =k+a,luegob+h = f(k+a),y
h = f(k+a)— f(a). Por lo tanto

glb+h) —g() _ 1
h " Tarh=1a)

Ahora, k es una funcién de h y, como g es continua, %fn}) k(h) = 0. La
derivabilidad de f en el punto a nos da que

/ . gb+h)—g(b) 1
g(b):}bli% h - f'(a)

Ejemplo Sean un nimero natural no nulo y consideremos f(z) = 2™ definida
en 0, +o00[. Sabemos que es inyectiva y derivable. Su derivada es nz"~!, que
no se anula en |0, +oo[. Por lo tanto su inversa, que es g(z) = {/x, es derivable
en su dominio y si y™ = x (con lo que y = ¥/x), entonces ¢'(z) = 1/f(y), o sea,

1 1 1 4 1
(V) = - = Zgtim,

nyn—l ny xn—l n

Asf pues, tenemos probado que la regla de derivacién =" — rz"~! es vélida

cuando r es entero o de la forma 1/n, donde n es un nimero natural no nulo.
Aplicando la regla del producto se concluye por induccién que vale de hecho
para todo numero racional 7. n

Con todo lo anterior, todavia no sabemos derivar funciones como v 2 + 1.
Con el teorema siguiente estaremos en condiciones de derivar cualquiera de las
funciones que podemos construir a partir de polinomios y raices.

Teorema 3.7 (regla de la cadena) Sean f: A— R yg: B— R. Sea un
punto a € A tal que f sea derivable en a y g sea derivable en f(a). Entonces la
funcion compuesta f o g es derivable en a y (f o g)'(a) = ¢'(f(a))f'(a).

DEMOSTRACION: Notemos que B es un entorno de f(a) y f es continua en
a, luego f~![B] es un entorno de a sobre el que estd definida f o g.
Sea b = f(a). Para k # 0, llamemos

_glb+ k) —g(b)

G (k) -

—4'(b).
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La funcién G estéd definida para los puntos k tales que b+ k € B. Como B
es abierto, G estd definida al menos para h en un intervalo |—e¢, €[ \ {0}. Como
g es derivable en b, existe Ill'mo G(k) = 0, luego si definimos G(0) = 0 tenemos

que G es continua en un entorno de 0. Claramente ademas
g(b+ k) — g(b) = (¢'(b) + G(k))k-

Ahora tomamos h #0 tal que a+h € Ay k= f(a+ h) — f(a), con lo que
se cumple f(a+h) =b+k, luego b+ k € B y estd definido G(k). Entonces

9(fla+h)) —g(f(a)) (9'(f(a)) + G(k))k
(' (f(a)) + G(k)) (f(a+h) = f(a)).

En consecuencia

Foa)e s M= 20E) _ (510 4 csta sy — piap) OIS

Usando la continuidad de f en a y la de G en 0, tomamos el limite cuando
h tiende a 0 y queda que existe (f o g)'(a) = ¢'(f(a))f (a). n

Ejemplo La funcién h(z) = Va2 + 1 es derivable en R, pues es la composicién
del polinomio f(z) = #? + 1 con la funcién g(z) = /7, y ambas funciones son
derivables en sus dominios. Sabemos que f'(z) = 2z y ¢'(z) = 1/(2y/z). La
regla de la cadena nos da que

_ 2x _ x
212 +1 a2+ 1

W(z) =g'(2® +1)f ()

El lector que no esté familiarizado con el calculo de derivadas deberia prac-
ticar hasta que la derivacion le resultara un acto mecanico. Hay muchos libros
adecuados para ello, por lo que en adelante dejaremos de justificar los calculos
de derivadas.

3.3 Propiedades de las funciones derivables

La derivada de una funcién contiene mucha informacién sobre ésta. Consi-
deremos por ejemplo

28 zt 3

f($)=1—0—7+27 f/(x)zg——lg-

La figura de la pagina siguiente muestra las graficas. Fijémonos en el signo
de la derivada. Es facil ver que f’ tiene una raiz doble en 0 y dos raices sim-
ples en +v/3. La restriccién de f’ a cada uno de los intervalos ]—oo, —\/g[,
]—\/5, O[, ]O, \/§[ y ]\/5, +oo[ es una funcién continua que no se anula, luego
por el teorema de los valores intermedios f’ tiene signo constante en cada uno
de ellos. Es facil ver entonces que el signo de f’ varia como indica la grafica, es
decir, f’ es positiva en los dos intervalos no acotados y negativa en los acotados.



3.3. Propiedades de las funciones derivables 109

f'(a)
:
S

/(@)

En los puntos donde f’ es positiva la tangente a f tiene pendiente positiva,
y vemos en la gréafica que esto se traduce en que f es creciente. Por el contrario,
en los intervalos donde f’ es negativa la funcién f es decreciente.

En los puntos donde f’ se anula la tangente a f es horizontal. En —/3, la
derivada pasa de ser positiva a ser negativa, luego f pasa de ser creciente a ser
decreciente, y por ello el punto es un maximo relativo, en el sentido de que f
toma en —+/3 un valor mayor que en los puntos de alrededor. En cambio, en
V/3 la derivada pasa de negativa a positiva, f pasa de decreciente a creciente y
el punto es un minimo relativo. El caso del 0 es distinto, pues f’ es negativa a
la izquierda, toca el 0 y vuelve a bajar, con lo que sigue siendo negativa. Por
ello f es creciente en 0 y no tiene ni un méaximo ni un minimo en 0.

Vemos asi que conociendo la derivada podemos formarnos una idea de la
funcién: dénde crece, dénde decrece, dénde tiene maximos y minimos, y mas
cosas de las que no hemos hablado. Vamos a desarrollar todas estas ideas.

Definicién 3.8 Sea f: A C R — R. Diremos que f tiene un mdximo relativo
en un punto a € A si existe un entorno V' de a contenido en A de modo que para
todo & € V se cumple f(z) < f(a). Diremos que f tiene un ménimo relativo en
a si existe un entorno V' de a contenido en A tal que para todo x € V' se cumple
f(a) < f(x). La funcién f tiene un extremo relativo en a si tiene un méximo o
un minimo relativo en a.

Teorema 3.9 Si f: A — R es una funcion derivable en un punto a € A y f
tiene un extremo relativo en a, entonces f'(a) = 0.

DEMOSTRACION: Supongamos, por reduccién al absurdo, que f’(a) > 0.
(El caso f’(a) < 0 se razona andlogamente.) Entonces |0, +00[ es un entorno de
f'(a), luego por definicién de limite y de derivada existe un € > 0 de manera
que Ja —e,a+ €[ C Aysi0<|h| < e entonces

fla+h) - f(a)

i > 0.
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Esto se traduce en que f(a+h) > f(a)sih >0y f(a+h) < f(a) si h <0,
lo que contradice que f tenga un extremo relativo en a. L]

La funcién del ejemplo anterior muestra que f’(a) = 0 no implica que a
sea un extremo relativo. Mas adelante volveremos sobre este punto. Ahora
probemos una consecuencia sencilla de este teorema:

Teorema 3.10 (Teorema de Rolle) Sea f : [a,b] — R una funcion conti-
nua en [a,b] y derivable en |a,b]. Si f(a) = f(b), entonces existe un ¢ € |a,b]

tal que f'(c) =0.

DEMOSTRACION: Como [a,b] es compacto, la funcién f alcanza un valor
minimo m y un valor méximo M. Si se cumpliera que m = M = f(a) = f(b),
entonces f serfa constante y su derivada serfa nula, luego cualquier ¢ € |a,b|
cumpliria el teorema.

Supongamos que m < M. Entonces, o bien m # f(a) o bien M # f(a).
Digamos por ejemplo M # f(a). Sea ¢ € [a, b] el punto donde f(c) = M. Como
M # f(a) = f(b), hade ser a < b < ¢, y como f toma en ¢ su valor miximo, en
particular ¢ es un mdximo relativo de f, luego por el teorema anterior f’(c) = 0.

| |

Como aplicacién podemos relacionar la derivabilidad y el crecimiento global
de una funcién.

Teorema 3.11 Sea A un intervalo abierto y f : A — R una funcion derivable
en A tal que f' no se anule. Entonces f es estrictamente mondtona en A y
ademds se da uno de estos dos casos:

a) o bien f'(x) > 0 para todo x € A, y entonces | es estrictamente creciente
en A,

b) o bien f'(x) < 0 para todo x € A, y entonces [ es mondtona decreciente
en A.

DEMOSTRACION: En primer lugar, f es inyectiva, pues si a < b son dos
puntos de A tales que f(a) = f(b), entonces existe un ¢ € Ja,b[ C A tal que
f'(¢) =0, en contra de la hip6tesis.

Por el teorema 3.5, f es estrictamente monétona en A. Si es monétona decre-
ciente, la prueba del teorema 3.9 muestra que no puede ser f/(a) > 0 en ningtin
punto a € A, luego ha de ser f/(a) < 0 en todos los puntos. Andlogamente, si
f es mondtona creciente ha de ser f'(a) > 0 en toco a € A. .

Veamos ahora un resultado técnico:

Teorema 3.12 (Teorema de Cauchy) Sean f, g : [a,b] — R funciones
continuas en [a,b] y derivables en |a,b[. Entonces existe un c € |a,b[ tal que

g'()(f(b) = f(a)) = f'(c)(9(b) — g(a)).
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DEMOSTRACION: Consideremos la funcién dada por

h(z) = f(2)(g(b) — g(a)) — g(=)(f(0) — f(a)).

Se cumple que h(a) = h(b) = f(a)g(b) — g(a) f(b). Ademds h es continua en
[a,b] y derivable en ]a,b[. Por el teorema de Rolle existe un punto ¢ € Ja, b[ tal
que h'(c) = 0, pero h'(z) = f'(x)(g(b) — g(a)) — ¢'(x)(f(b) — f(a)), luego

f'(©)(g(b) = g(a)) = g'(c)(f(b) — f(a)) =0

Maés adelante tendremos ocasién de usar este resultado en toda su genera-
lidad, pero de momento nos basta con el caso particular que resulta de tomar
como funcién ¢ la dada por g(x) = x. Entonces tenemos:

Teorema 3.13 (Teorema del valor medio) Sea f : [a,b] — R una funcién
continua en [a,b] y derivable en ]a,bl. Entonces existe un c € |a,b| tal que

f) = fa) = f'(c)(b - a).

Notar que el teorema de Rolle es un caso particular del teorema del valor
medio. Este teorema tiene una interpretacién geométrica. La expresién

f(b) — f(a)
b—a

puede interpretarse como la “pendiente media” de f en [a,b], es decir, es el
cociente de lo que aumenta f cuando la variable x pasa de a a b dividido entre
lo que ha aumentado la variable. Lo que dice el teorema del valor medio es
que hay un punto en el intervalo donde la funcién toma el valor medio de su
pendiente.

La importancia de este teorema es que nos relaciona una magnitud global,
la pendiente media, con una magnitud local, la derivada en un punto. Las
consecuencias son muchas. Una aplicacion tipica es el siguiente refinamiento del
teorema 3.11:

Teorema 3.14 Si f : [a,b] — R es continua en [a,b], derivable en |a,b] y su
derivada es positiva (negativa) en ]a,bl, entonces f es estrictamente creciente
(decreciente) en [a, b].

DEMOSTRACION: El teorema 3.11 nos da que f es estrictamente mondtona
en Ja, b[. Sélo falta probar que es creciente o decreciente en a y en b.

Siz € ]a,b], entonces f(z)— f(a) = f'(¢)(z —a), para cierto punto ¢ € Ja, z].
Por lo tanto, si f es positiva, f(x)— f(a) > 0 para todo = € ]a, b], e igualmente
se prueba que f(b) — f(x) > 0 para todo = € ]a, b, luego f es creciente en [a, b].

|
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Sabemos que las funciones constantes tienen derivada nula. El teorema del
valor medio nos da el reciproco:

Teorema 3.15 Si una funcion tiene derivada nula en todos los puntos de un
intervalo abierto, entonces es constante.

DEMOSTRACION: Sea f una funcién derivable en un intervalo A con derivada
nula. Sean @ < b dos puntos cualesquiera de A. Entonces f(b) — f(a) =
f'(¢)(b—a) =0, donde ¢ es un punto de ]a, b[. Por lo tanto f es constante. m

Una consecuencia inmediata es el teorema siguiente, que afirma que una
funcién derivable estd univocamente determinada por su derivada y su valor en
un punto cualquiera.

Teorema 3.16 Si f y g son funciones derivables en un intervalo abierto y
f'=¢, entonces existe un k € R tal que f = g+ k.

DEMOSTRACION: La funcién f — g tiene derivada nula, luego f — g = k.
| |

Las derivadas proporcionan un teorema muy util para el calculo de limites.
De momento no podemos estimar su valor porque los limites de las funciones
que conocemos (polinomios, fracciones algebraicas. etc.) son faciles de calcular
directamente, pero mas adelante tendremos ocasién de aprovecharlo.

Teorema 3.17 (Regla de L’Hépital) Sean f, g : |a,b[ — R funciones de-
rivables tales que f(x) = g(x) =0 y de modo que g y g’ no se anulen en ]a,b|.
Si existe

!
im 2 _p,
entonces también existe
lim @ = L.
z—a g(z)

DEMOSTRACION: Extendamos f y g al intervalo [a,b| estableciendo que
f(a) = g(a) = 0. Asf siguen siendo continuas.
Sia < a < b, por el teorema de Cauchy existe un punto ¢ € Ja, z[ tal que

(f(@) = f(a))g'(c) = (9(z) — g(a)) f'(c),

o sea, f(x)g'(c) = g(x)f'(c), y como g(z) # 0 # ¢'(c), podemos escribir

L) L9 (3.2)

Por definicién de limite, si € > 0, existe un 6 > 0 tal que si 0 < ¢ —a < 0,
entonces
‘f

"(¢) .
70 L‘<. (3.3)
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Asi tenemos que si 0 < ¢ — a < J, existe un ¢ € Ja, z[ que cumple (3.2) y
(3.3). Por consiguiente, para todo = € Ja, a + §[ se cumple

FER

T

Esto significa que

im @ =
g

Obviamente la regla de L’Hopital también es valida cuando en las hipotesis
cambiamos a por b. Combinando las dos versiones obtenemos la regla de
L’Hépital para funciones definidas en intervalos Ja — €,a + €[ \ {a} y tomando
limites en a (si existe el limite del cociente de derivadas, existen los limites por
la derecha y por la izquierda y coinciden, por los casos correspondientes de la
regla, existen los limites de los cocientes de las funciones por ambos lados y
coinciden, luego existe el limite y coincide con el de las derivadas).

Los teoremas siguientes demuestran otras variantes de la regla de L’Hopital
de no menor interés.

Teorema 3.18 (Regla de L’Hoépital) Sean f, g :]a,+oo] — R dos funcio-
nes derivables tales que h’ril flz) = HI—P g(x) =0 y de modo que g y g’ no

se anulan en la,+oo[. Si existe

entonces también existe

lim —~ =1L.
T—-+00 g(x)

DEMOSTRACION: Consideremos las funciones F'(z) = f(1/z) y G(z) =
g(1/x), definidas en ]0,1/a[. Claramente F' y G son continuas, y h'rrb F(z) =

h'n%) G(z) = 0. Ademds por la regla de la cadena son funciones derivables y sus
Tr—

derivadas son

ey = SO g0/,

2 2

También es claro que ni G ni G’ se anulan en su dominio y

F(x) _ f'(1/x)

G'(x)  g'(1/x)’

luego existe

o F(@)
2 Gy
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El caso ya probado de la regla de L’Hopital nos da ahora que también existe

Fx) _

.ilg%) G(z)

Obviamente entonces

o f@)
A L

Igualmente se prueba la regla de L’Hopital para funciones definidas en in-
tervalos |— nfty, b[ y cuando z tiende a —oc.

Asi pues, si tenemos una indeterminacién de tipo 0/0 y al derivar nume-
rador y denominador podemos calcular el limite, la funcién original tiene ese
mismo limite. Ahora veremos que la regla de L’Hopital es aplicable también a
indeterminaciones del tipo oo/co.

Teorema 3.19 (Regla de L’Hépital) Sean f, g : |a,+oo[ — R dos funcio-
nes derivables tales que h'IE flz) = h’rf g(x) = o0 y de modo que g y g’ no

se anulan en la,+ool. Si existe

!
m 18 _p,
xr— 400 g (_’L‘)
entonces también existe
lim ﬁ =L
z—+oo g(x)

DEMOSTRACION: Por definicién de limite, dado € > 0, existe un M > a tal
que si z > M entonces
f'(x)

g (z)

Por el teorema de Cauchy, si x > M, existe un y € |M, z[ de modo que

—L’<e.

luego
‘ flz) — f(M)
g(x) —g(M)
(Notar que, como ¢’ no se anula, la funcién g es monétona, luego el denominador
es no nulo).
Puesto que Iggloof(x) = o0, existe un N > M tal que si x > N entonces

|f(z)| > |f(M)|, vy en particular f(z) — f(M) # 0. Por ello, para x > N
podemos escribir

fl@) _ fl@)—fM)  flz)  g(x) —g(M)

—L‘<e
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Si en los dos ltimos factores dividimos numerador y denominador entre f(x)
y g(x) respectivamente, queda claro que tienden a 1 cuando x — 400, luego
tomando N suficientemente grande podemos suponer que si x > N entonces el
producto de ambos dista de 1 menos de €. De este modo, para x suficientemente
grande, el cociente f(x)/g(x) se puede expresar como producto de dos nimeros
reales, uno arbitrariamente préoximo a L y otro arbitrariamente préximo a 1.
De la continuidad del producto se sigue que

ARAC)

xr——+00 g(;(})

Naturalmente la regla de L’Hopital también es valida en el caso co/oco cuando
xr — —oo. El mismo argumento que nos ha permitido pasar del caso finito al
caso infinito en la indeterminacién 0/0 nos permite pasar ahora al caso finito.
Es facil probar:

Teorema 3.20 (Regla de L’Hépital) Sean f, g : |a,b] — R derivables tales
que lim f(z) = lim g(x) = oo y de modo que g y ¢’ no se anulan en |a,b[. Si

Tr—a
existe ,
TG
z—a g'(x)
entonces también existe
lim M = L.
Tr—a g([];)

También se cumple la version correspondiente cuando x tiende a b y cuando
z tiende a un punto por la izquierda y la derecha a la vez.

3.4 La diferencial de una funcién

Consideremos una funcién f : A — R derivable en un punto a € A. Sea
A, un nimero préximo a 0 de modo que a + Az € A (el término Az se lee
“incremento de x”, porque representa un pequeno aumento de la variable x
en el punto a). Al calcular f en el punto a + Az obtenemos una variacién o
incremento de f dado por A,(f) = f(a + Az) — f(a). La expresion A,(f)
representa a una funcién de la variable Az, definida en un entorno de 0. La
derivada de f en a es, por definicién,

f/((l) o Aa;—»O Z(Jlif) '
Llamemos A
o) = 2D 1)

Asi, lim e,(Ax) =0.
Az—0
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Desarrollando las definiciones tenemos que
Aulf) = fla+ A) - f(a) = f'(a)Az + e(A)Ax.

La figura muestra la situacién:

f'(a)Ax

a a+ Az

El hecho de que €,(Az) tienda a 0 expresa simplemente el hecho de que,
para valores pequenos de Az, se cumple f(a+ Az) — f(a) =~ f'(a)Az, donde el
signo ~ significa “aproximadamente igual”, es decir, que el valor de la funcién
f(a+ Ax) es similar al de la recta tangente f(a)+ f'(a)Az. En la figura ambos
valores son muy diferentes porque hemos tomado un Az grande para mayor
claridad.

Llamaremos diferencial de f en el punto a a la aplicacién df (a) : R — R
dada por df (a)(Az) = f'(a)Az. Asi df(a) es una aplicacién lineal en R de
modo que f(a+ Ax) — f(a) = df (a)(Ax), o sea, la funcién df (a) aproxima las
diferencias entre las imagenes de f en puntos cercanos al punto a y la imagen
de a. De aqui su nombre.

Si consideramos la funcién polinémica x, su derivada es 1, luego la diferencial
de x es simplemente dz(a)(Az) = Az. Por ello podemos escribir df (a)(Ax) =
f(a) dx(a)(Az), luego tenemos la igualdad funcional

df(a) = f'(a) dz(a).

Si la funcién f es derivable en todo punto de A, la igualdad anterior se cumple
en todo punto, luego si consideramos a df y dx como aplicaciones de A en el
espacio de aplicaciones lineales de R en R, tenemos la igualdad funcional

df = f'da,

donde dz es la funcién constante que a cada a € A le asigna la funcién identidad
en R.

Del mismo modo que la estructura topolégica permite hablar de los puntos
de alrededor de un punto dado, pese a que ningin punto en particular esta
alrededor de otro, asi mismo la diferencial de una funcién recoge el concepto
de “incremento infinitesimal” de una funcién, pese a que ningun incremento
en particular es infinitamente pequefio. Por ejemplo, la igualdad dz? = 2z dx
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expresa que cuando la variable x experimenta un incremento infinitesimal dzx,
la funcién x? experimenta un incremento infinitesimal de 2z dz. Con rigor, dz?
no es un incremento infinitesimal, sino la funcién que a cada incremento Ax
le asigna una aproximacién al incremento correspondiente de z2, de modo que
lo que propiamente tenemos es la aproximacién que resulta de evaluar dx en
incrementos concretos, es decir, A, (z?) ~ 2xAz. El error de esta aproximacién
se puede hacer arbitrariamente pequeno tomando Az suficientemente pequeiio.

Por ejemplo, (1,1)? ~ 12 + d2?(1)(0,1) = 1+ 2-0,1 = 1,2. En realidad
(1,1)2 = 1,21, luego el error cometido es de una centésima.

Dada la igualdad df = f’dx, representaremos también la derivada de f
mediante la notacién
_ 49

HORE?

que expresa que f’(x) es la proporcién entre las funciones df y dx, o también que
f'(z) es la razén entre un incremento infinitesimal de f respecto al incremento
infinitesimal de x que lo ocasiona.

Es costumbre, especialmente en fisica, nombrar las funciones, no por la ex-
presién que las determina, sino por la magnitud que determinan. Por ejemplo,
supongamos que la posicién e de un objeto depende del tiempo viene dada por
la relacién e(t) = 2 Entonces la velocidad del mévil es

d
==,

lo que nos permite expresar ¢ en funcién de v, mediante t(v) = v/2. A su vez,
esto nos permite calcular la posicién en funcién de la velocidad, mediante la
funcién e(v) = v2/4.

De este modo, llamamos e tanto a la funcién e(¢) como a la funcién e(v),
que son funciones distintas. La letra v representa a una funcién en v = 2t y a
una variable en t = v/2. Estos convenios no provocan ninguna ambigiiedad, al
contrario, en muchos casos resultan mas claros y permiten expresar los resul-
tados de forma mds elegante. Por ejemplo, si tenemos dos funciones y = y(x)
y z = z(y), entonces la funcién compuesta se expresa, en estos términos, como
z = z(x). Si las funciones son derivables en sus dominios, la regla de la cadena
se convierte en

dz dz dy

do ~ dy dx’

La primera derivada es la de la funcién compuesta z(z), mientras que la
segunda es la de z(y). No es necesario indicar que dicha derivada ha de calcularse
en y(x), pues esto ya estd implicito en el hecho de que se trata de una funcién
de y (no de x). Por ejemplo,

de de dv v
—:——:—~2: :2
At dvdt 2 v =2

como cabia esperar.



118 Capitulo 3. Calculo diferencial de una variable

Similarmente, si y(z) es una funcién inyectiva y derivable con derivada no
nula, su inversa se representa por z(y), y el teorema de la funcién inversa se
expresa asi:

dy _ 1
dx fl—’;'
Por ejemplo,
dv_ 1 _ 1 _
a4 1/2

Vemos, pues, que en estos términos las propiedades de las derivadas son
formalmente andlogas a las de las fracciones.

3.5 El teorema de Taylor

Sea f: A — R una funcién derivable en el abierto A y tal que f': A — R
también sea derivable en A. Entonces a la derivada de f’ se la denomina derivada
sequnda de f en A, y se representa por f”.

A su vez la derivada segunda puede ser derivable, y entonces esté definida la
derivada tercera, y asi sucesivamente. Si una funcién admite n derivadas en A,
a la derivada n-sima se la representa por f : A — R.

Conviene usar la notacién f°) para referirse a la propia funcién f.

Llamaremos C"(A) al conjunto de las funciones definidas en A que admiten n
derivadas y todas ellas son continuas en A. Sillamamos C°(A) = C(A), es decir,
al conjunto de las funciones continuas en A, entonces tenemos

C%A) > CHA) D C*(A)>C3(A)>CHA) D ---

Llamaremos C*°(A) al conjunto de las funciones infinitamente derivables
en A. Por ejemplo, los polinomios y las fracciones algebraicas son de clase C'*°
en su dominio. Es inmediato que estos conjuntos son todos subélgebras de C'(A).

Las inclusiones son todas estrictas. Por ejemplo, si a € A es facil ver que la
funcién dada por

(x —a)""! siz>a

f(x): { _(x_a)n+1 siz<a
es una funcién de clase C™(A) pero no de clase C"T1(A).

Segin sabemos, si una funcién f es derivable en un punto a, entonces alre-
dedor de a la funcién f puede ser aproximada por su recta tangente, esto es,
por el polinomio f(a) + f'(a)(x — a). La recta tangente es el tinico polinomio
P(z) de grado 1 que cumple P(a) = f(a) y P'(a) = f'(a).

Cabe suponer que si una funcién f admite dos derivadas y tomamos un
polinomio P de grado 2 tal que P(a) = f(a), P'(a) = f'(a) y P"(a) = f"(a),
el polinomio P nos dard una aproximacion mejor de la funcién f que la recta
tangente. Esto no siempre es asi, pero hay bastante de verdad en ello. Vamos
a investigarlo.
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Ante todo, si K es un cuerpo y a € K, la aplicacién u : K[zx] — Klz] dada
por u(p) = p(xr — a) es un isomorfismo de K-espacios vectoriales. Como los
polinomios 1,z, 22,23, ... son una K-base de K|x], resulta que los polinomios

1, (x—a), (x—a)? (z—a) (z—a)...

son también una K-base, es decir, que todo polinomio de K[x] se expresa de
forma tinica como

P(z)=co+ci(z—a)+ co(x — a)2 + - Fen(z—a)”, (3.4)

para cierto natural n y ciertos coeficientes c,,...,c, € K.
Si una funcién f admite n derivadas en un punto a, las ecuaciones

f(a)=P(a), [f'(a)=Pla), ... ["(a)=P"(a)

son satisfechas por un tnico polinomio de grado < n. En efecto, si P(z) viene
dado por (3.4), entonces P(a) = c¢p, luego ha de ser ¢ = f(a). Derivando
obtenemos

P'(z) =c1 +2co(x —a) + - +nep(z —a)" L,
de donde P’(a) = ¢1, y ha de ser ¢; = f’(a). Similarmente, P"(a) = 2¢a, luego
ca = f"(a)/2. Igualmente se obtiene c3 = f”/(a)/6 v, en general, ¢, = f*)(a)/k!.
En resumen:

n k)
P(z) = Z J;—'(x —a)*.

k=0

Reciprocamente, es ficil ver que el polinomio P(z) asi definido cumple que
P¥)(a) = f*)(a) para k =0,...,n.

Definicién 3.21 Sea f una funcién derivable n veces en un punto a. Llamare-
mos polinomio de Taylor de grado n de f en a al polinomio

k=0

El polinomio de Taylor es el unico polinomio P de grado menor o igual
que n que cumple P¥(a) = f*)(a) para k = 0,...,n. En particular si f es un
polinomio de grado menor o igual que n se ha de cumplir P,(f) = f.

Notar también que Py(f) = f(a), y que Pi(f) = f(a) + f'(a)(x — a) es la
recta tangente a f en a. Nuestra conjetura es que P,(f) es el polinomio de
grado menor o igual que n que maés se parece a f alrededor de a.
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Ejemplo Consideremos la funcién f(z) = /2 y a = 1. Calculemos sus
derivadas:

Orden Derivada en 1

0 x1/2

1,.-1/2
5T

1,-3/2 _

w N

3,.—5/2
2]}

5,-7/2  _

ot
DOt Nl NI= N

=~ w [\ =
Nl= N
N[ N[= D=
no
N[ N= D=

NI N[

N
D=

En general se prueba que las derivadas en 1 van alternando el signo, en el
numerador tienen el producto de los primeros impares y en el denominador las
sucesivas potencias de 2. Con esto podemos calcular cualquier polinomio de
Taylor en 1:

P(f)@) = 1,
A(f)@) = 1+ 561,

PAf)@) = 14— - - 17,

Pf)@) = 145(e—1)= gl 17+l —1)"

Aqui estan sus gréficas junto a la de la funcién. Vemos que el intervalo en
que se confunden con la grafica de f es cada vez mayor.

El polinomio de grado 8 es bastante representativo de lo que sucede cuando
n es grande:
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2
1.75
1.5

1.25

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Vemos que la aproximacién es cada vez mejor en el intervalo [0,2], pero a
partir del 2 el polinomio se aleja bruscamente. Un ejemplo numérico:

Ps(f)(1,5) = 1,224729895, mientras que /1,5 = 1,224744871. ..

La aproximacién tiene 5 cifras exactas. n

Los polinomios de Taylor plantean varios problemas importantes. La cues-
tién principal es si el error producido al aproximar una funcién de clase C*° por
sus polinomios de Taylor puede reducirse arbitrariamente aumentando suficien-
temente el grado.

Definicién 3.22 Si f es una funcién de clase C* en un entorno de un punto
a, llamaremos serie de Taylor de f en a a la serie funcional

La cuestion es si la serie de Taylor de f converge a f. El ejemplo anterior
sugiere que la serie de 1/z en 1 converge a la funcién en el intervalo |0, 2[, pero no
parece converger mas alld de 2. También hemos de tener presente la posibilidad
de que la serie de Taylor de una funcién f converja a una funcién distinta de f.
Para estudiar estos problemas introducimos el concepto de resto de Taylor:

Sea f una funcién derivable n veces en un punto a. Llamaremos resto de
Taylor de grado n de f en a, a la funcién R, (f)(x) = f(z) — P.(f)(x), donde
P, (f) es el polinomio de Taylor de grado n de f en a.

Nuestro problema es determinar el comportamiento del resto de una funcién.
Para ello contamos con el siguiente teorema, que es una generalizacion del teo-
rema del valor medio.

Teorema 3.23 (Teorema de Taylor) Sea f : A — R una funcidn derivable
n+ 1 veces en un intervalo abierto A y a € A. Entonces para cada x € A existe
un A €]0,1] tal que si c = Aa+ (1 — Nz, se cumple

n+1) c
Ru(De) = F S = a .
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DEMOSTRACION: Para x = a es evidente, pues se cumple P,(f)(a) = f(a)
y R.(f)(xz) = 0. Supongamos que x # a. Sea

Q) = g ) @)
Sea F': A — R dada por
T — x —t)? z—t)"
Fo) = g - (ro+ I+ Eo i v E o

+z = )"Q(@)).

La funcién f y sus n primeras derivadas son continuas y derivables, luego F'
también es continua y derivable en A. Ademds F(x) = f(z) — f(x) =0y

F(a) = f(a) = (Pa(f)(a) + (z = a)" "' Q(x)) = Ra(f)(2) — Ru(f)(x) = 0.

Por el teorema de Rolle existe un punto entre a y z, o sea, de la forma
c=Xa+ (1 — Nz, tal que F'(c) = 0. Calculemos en general F’(t):

xTr — T — Tr — 2

1!
$ E D ) (4 1) - Q).

Los términos consecutivos se cancelan entre si, y queda

Fit) = 0= () -+ £ +

e = O gy 4

n!

Pty =~ S i) 4k 1)@ — 07Q(a).

n!
Como F’(c¢) = 0, evaluando en ¢ queda
n+1)
Q) =119,
(n+1)!
y por definicién de Q:

n+1)
Ro(e) = o - .

Asi pues, la diferencia entre P,(f)(z) y f(z) tiene la forma de un monomio
mas del polinomio de Taylor salvo por el hecho de que la derivada (n + 1)-ésima
no se evalda en el punto a, sino en un punto intermedio entre a y x.

Por ejemplo, si las derivadas de f estan uniformemente acotadas en un in-
tervalo A, es decir, si existe una misma constante K tal que |f™(z)| < K para
todo natural n y para todo z € A, entonces

(¢ n K|z — a|™t!
()( _ )+1 < | |

En el ejemplo de la pagina 55 probamos que la sucesién M™ /n! converge a 0,
luego la sucesion { P, (f)(xz)}52, tiende a f(x). Asf pues:
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Teorema 3.24 Si A es un intervalo abierto, a € A, f € C*®(A) y las derivadas
de f estdn uniformemente acotadas en A, entonces para cada punto x € A se
cumple

o /™ (a) n
f0) =3 e
Este teorema no es aplicable a y/r. En muchos casos, entre ellos el de
esta funcion, los problemas de convergencia de las series de Taylor se vuelven
evidentes en el contexto de la teorfa de funciones de variable compleja (ver el
capitulo XII). Los resultados de la seccién siguiente resultan de gran ayuda en
muchos casos, como tendremos ocasiéon de comprobar més adelante.

3.6 Series de potencias

Definicién 3.25 Seaa € Cy {a,}2, una sucesién en C. La serie de potencias
de coeficientes {a,}52 ¥ centro a es la serie funcional

(oo}
Z an(z —a)".
n=0

Las series de Taylor son, pues, series de potencias. En muchos casos es
facil determinar en qué puntos converge una serie de potencias. Para verlo
necesitamos el concepto de limite superior de una sucesiéon de ntmeros reales.
Se trata de lo siguiente:

Sea {an }52, una sucesién de nimeros reales. Su limite superior es el supremo
(en R) del conjunto de sus puntos adherentes. Lo representaremos mediante

lim a,,.
n

Se cumple que o
lima,, = inf sup a,.
n k>0n>k
En efecto, sea p un punto adherente de {a,}22,. Dados ¢ > 0y k > 0, existe

un n > k tal que a,, € |p—€,p + €[, luego p — € < sup a,,. Esto vale para todo
n>k
€ > 0, luego p < sup a,, para todo k > 0, luego p < inf sup a,,. Como el limite
n>k k>0n>k

superior es el supremo de estos p, tenemos que lima,, < inf sup a,.
n E>0n>k

Sea L = inf sup a,,. Dado ¢ > 0, existe un k > 0 tal que L < supa,, < L-+e.

k>0n>k n>k
Si L = sup a,, entonces existe un n > k tal que L — e < a,, < L. Si por el
n>k
contrario L < sup a, < L + ¢, entonces existe un n > k tal que L < a,, < L +e.
n>k

En cualquier caso existe un n > k tal que a,, € |L — ¢, Iie[ Esto significa
que L es un punto adherente de la sucesion, luego L < lima, y tenemos la
n

igualdad. L]
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Por la propia definicién es claro que si una sucesién converge en R entonces
su limite, que es su unico punto adherente, coincide con su limite superior.
Ahora podemos probar:

&)
Teorema 3.26 Sea > an(z—a)™ una serie de potencias, sea R = 1/@ Y |an]
n=0
(entendiendo que 1/0 = +o00 y 1/(4+00) = 0). Entonces la serie converge abso-
luta y uniformemente en todo compacto contenido en Bgr(a) y diverge en todo
punto de C\ Br(a) (las bolas se toman respecto a la norma euclidea. Conveni-
mos que By (a) = C). En particular la serie converge absoluta y puntualmente
en Br(a) a una funcién continua.

DEMOSTRACION: Sea K un compacto en Br(a). Veamos que la serie con-
verge absoluta y uniformemente en K. La funcién |z — a| es continua en K,
luego alcanza su maximo r en un punto x € K, es decir, |z — a| = r y para todo
y € K se cumple |y —a| <r. Asi K C B,(a).

Como z € Bg(a) ha de ser r < R, luego 7’@ Y/|an] < 1. Tomemos p tal

que rlim /]a,| < p < 1. Como lim /]a,| = inf sup {/|a,|, existe un natural
n n k>0n>k
k tal que sup ¥/|an| < p/r, luego si n > k se cumple ¥/|a,| < p/r y por lo
n>k

tanto |a,|r™ < p".
Siy € K entonces |y —a| < r, luego |y — a|™ < r™, luego |a,(y — a)™| <

o) &)
lan|r™ < p™. Asi pues, la serie > a,(y —a)™ estd mayorada en K por > p”,
n=k n=k

que es convergente por ser geométrica de razén menor que 1. El criterio de
Weierstrass nos da que la serie de potencias converge absoluta y uniformemente
a una funcién continua en K. Todo punto de Br(a) tiene un entorno compacto
contenido en Bgr(a) (una bola cerrada de radio adecuado), luego la suma es
continua en Bg(a).

Ahora veamos que la serie diverge en C\ Bg(a). Sea z € C tal que |z—a| > R.
Entonces 1 < |z — a @ Y/|ay|. Por lo tanto, para todo natural k se cumple

1/lx — a|] < sup ¥/|an]|, luego existe un n > k tal que {/|an||z —al > 1, o sea,
n>k

lan(y — a)| > 1. Esto significa que a,(y — )" no tiende a 0, luego la serie
diverge. L]

El nimero R se llama radio de convergencia de la serie de potencias. La bola
Bg(a) se llama disco de convergencia. Tenemos, pues que una serie de potencias
converge absolutamente en su disco de convergencia y diverge en los puntos
exteriores a él (los puntos interiores de su complementario). En cada punto de
la frontera del disco la serie puede converger absolutamente, condicionalmente
o diverger, segin los casos.

A la hora de determinar el radio de convergencia de una serie suele ser 1til
el teorema siguiente:
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o0
Teorema 3.27 Sea > a,(z —a)™ una serie de potencias tal que erista
n=0
lim [@n+1] =
no an

Entonces su radio de convergencia es 1/L.

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior, el radio de convergencia de la

o0
serie dada es el mismo que el de la serie Y |a,|z™. Six > 0, tenemos que
n=0

n+1
Jfn [t}

n |y |zm

= Lz,

luego el criterio de D’Alembert implica que la serie converge cuando Lx < 1y
diverge si LX > 1. Consecuentemente el radio de convergencia ha de ser 1/L.
n

Las series de potencias se pueden derivar término a término. Conviene pro-
bar un resultado un poco mas general:

Teorema 3.28 Sea {f,}°, una sucesion de funciones f, : la,b] — R que
converge uniformemente a una funcion f. Supongamos que todas ellas son de-
rivables en ]a,b] y que la sucesion de derivadas converge uniformemente a una
funcidén g. Entonces f es derivable y g = f'.

DEMOSTRACION: Fijemos un punto x € Ja, b[ y consideremos las funciones

() siy=w

Similarmente definimos F' : Ja, )] — R mediante

f@=Ff)
F={ 2" Svre
g(x) siy=u

El hecho de que f,, sea derivable en x implica que F,, es continua en ]a, b|.
Basta probar que para todo € > 0 existe un niimero natural ng tal que si m, n >
ng ey € |a, bl entonces | Fy, (y)—Fn(y)| < €. En efecto, esto significa que {F}, }22 ;
es (uniformemente) de Cauchy, luego segun el teorema 2.54 la sucesién ha de
converger uniformemente a alguna funcién continua, pero dado que converge
puntualmente a F, de hecho convergerd uniformemente a F. Tenemos, pues,
que F es continua y a su vez esto implica que f es derivable en x y f/(z) = g(x).

Existe un niimero natural ng tal que si m, n > ngy entonces

n

[fr(uw) — fr(u)] < % para todo u € |a, b|.
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Entonces, dados y € ]a,b[ y m, n > ng, si y # « se cumple

fu(x) = faly) . fm(z) = fin(y)
T —y T —y

' Fal@) — Fon@) — Faly) + Fn(0)|

1
rT—=y

IN

Aplicamos el teorema del valor medio a la funcién f,, — f,, en el intervalo
[y, z] (suponemos, por ejemplo, y < x). Entonces existe un u € Ja, b tal que

fu(@) = fin(2) = fuy) + fn(y) = (fu(w) = fra(w)) (z = y).

Asi pues,
1 , , €
[Fu(y) — Fm(y)| < [fn(w) = ()l =yl < 3.
T —y 2
Asi mismo, si y = x tenemos
€
|[Fa(2) = F (@) = [ fo(@) = frn(@)] < 5 < e
| ]
Como consecuencia tenemos:
o]
Teorema 3.29 Sea > a,(z — a)™ una serie de potencias con centro y coe-

n=0
&)
ficientes reales. Supongamos que tanto ella como la serie Y. na,(z — a)"~!
n=1
convergen en un intervalo Ja — €,a + €[. Entonces la sequnda serie es la deri-

vada de la primera.

Llamemos f(z) a la funcién definida sobre Ja — €, a + ¢[ por la serie dada y
g(x) a la funcién definida por la segunda serie. Hemos de probar que f'(z) =
g(x) para todo z en el intervalo.

n
Sea fn(z) = > an(xz —a)™. Se trata de una sucesién de polinomios cuyas

derivadas f] () son las sumas parciales de la segunda serie. Dado un punto
x € Ja — €,a + €[, tomamos un intervalo cerrado [z — §,z + ] C |Ja —¢,a + €.
Por el teorema 3.26, en este intervalo las sucesiones f,(z) y f/(z) convergen
absoluta y uniformemente a f y g respectivamente. u

El lector puede demostrar que, en realidad, las dos series del teorema anterior
tienen el mismo radio de convergencia, con lo que la hipétesis sobre la conver-
gencia de la segunda es redundante. En la practica no necesitaremos este hecho,
pues es obvio que si existe 11'711n % = L, entonces el limite correspondiente a
la segunda serie también existe y vale lo mismo.

Con los resultados que veremos en la seccion siguiente sobre la funcién expo-
nencial es facil probar esto mismo pero sobre @ Y/|an|, con lo que obtenemos
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la igualdad de los radios de convergencia en el caso general. De aqui se sigue
inmediatamente que una serie de potencias con coeficientes y centro reales es
una funcién de clase C'*° en su intervalo real de convergencia, y ademds coincide
con su serie de Taylor.

3.7 La funcién exponencial

Vamos a aplicar las ideas de las secciones precedentes a la construcciéon de
las funciones més importantes del andlisis: la exponencial, la logaritmica y las
trigonométricas. En esta seccién nos ocuparemos de la funcién exponencial.

Hasta ahora tenemos definido a” cuando a es un numero real positivo y r
es un numero racional. No es dificil probar que la funcién r — a” admite una
inica extensién continua a R que sigue conservando la propiedad a®t¥ = a®a¥.
Ademas esta funcién es infinitamente derivable y coincide en todo punto con
su serie de Taylor en 0. En lugar de probar todos estos hechos lo que haremos
serd definir la funcién exponencial a partir de su serie de Taylor, para lo cual
no necesitaremos siquiera el hecho de que ya la tenemos definida sobre QQ. No
obstante, ahora vamos a suponer la existencia de la funcién a®, asi como que es
derivable, y vamos a calcular su serie de Taylor. Asi obtendremos la serie que
deberemos tomar como definicion.

Sea f(x) = a”. Entonces,

x+h x h
/ o @ —a g @ 717 T !
f(x)_}lLli%ih =a” lim L= 11(0).

Llamemos k = f’(0). Entonces hemos probado que f'(x) = kf(x), luego por
induccién concluimos que f es infinitamente derivable y f™ (x) = k" f(z). No
puede ser k& = 0, o de lo contrario f serfa constante. Sea e = a'/* = f(1/k).
Entonces la funcién g(z) = e* = a®/* = f(x/k) cumple ¢'(x) = f'(x/k)(1/k) =
f(z/k) = g(x), es decir, escogiendo adecuadamente la base e obtenemos una
funcién exponencial que coincide con su derivada. Su serie de Taylor en 0 es
entonces facil de calcular: todas las derivadas valen e® = 1, lo cual nos lleva a
la definicién siguiente:

Definicién 3.30 Llamaremos funcion exponencial a la definida por la serie de
potencias

o0 zn
z __
e’ = E m
n=0
Puesto que
1 1)! 1
h'mw =lm= =0,
n 1/n! nn

el radio de convergencia es infinito, luego la exponencial estd definida sobre
todo nimero complejo z. El tltimo teorema de la seccién anterior implica que
la exponencial real es derivable, y su derivada en un punto x es

e n—1 e n—1 s

me :Z(rf—n!:z%:em'

n=1 ' n=1 n=0
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Es claro que €® = 1. Definimos el ntimero
=1
e=e' =) — =2 T182818284590452353602874. ..
n!

n=0
Ahora probamos la ecuacién que caracteriza a la funcién exponencial:
Teorema 3.31 Si z1, 23 € C, entonces e*' 772 = e?1e?2,

DEMOSTRACION: Usamos la férmula del producto de Cauchy:

00 0o o n
z1 22 Z? Zg _ 1 k_n—k
ce T !l Ll © Kl (n— k)l 172
n=0 n=0 n=0 k=0
o n 00
- Z L 2y = Z (s & 22) es1te
nl\ k) 172 n!
n=0 k=0 n=0

De aqui obtenemos muchas consecuencias. Por una parte, si n es un niimero

natural no nulo entonces e = ¢!+ +1 = ¢ .. e, es decir, la funcién exponencial
sobre nimeros naturales (incluido el 0) coincide con la exponenciacién usual
con base e. Asi mismo, 1 =e" = ¢ = e%e %, luego e™* = 1/e”, con lo que
la funcién exponencial coincide también con la usual cuando el exponente es
entero.

r—x

Como los coeficientes de la serie exponencial son positivos, vemos que si
2 > 0 entonces e* > 0, y si < 0 entonces e* = 1/e™* > 0. Asi pues, ¢* > 0
para todo nimero real x.

Como, (e!/™)" = el/nt+1/n — ¢l — ¢ resulta que e'/™ = {/e. Es facil ver

ahora que e?/? = {/eP, luego la funcién exponencial coincide con la que tenfamos
i X i .
definida para exponentes racionales

Puesto que la derivada es positiva en todo punto, vemos que la funcién expo-
nencial es estrictamente creciente en R. En particular es inyectiva. Separando
los dos primeros términos de la serie vemos que si x > 0 entonces 1 + =z < e7,

luego lim e* = 4o00. A su vez esto implica que
r——+00

lim e*= lim e ®= lim — =0.
T——00 z——400 z—+4o0 eT
Por el teorema de los valores intermedios, la funcién exponencial biyecta R
con el intervalo ]0, +o00[.

Ejemplo Aplicando n veces la regla de L’Hopital se concluye claramente que

n

lim — =0,
z—+oo e’
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y cambiando x por 1/z llegamos a que

e*l/x
lim =0, n=0,1,2,... (3.5)

z—0t+ ™

Esto implica que la funciéon h : R — R dada por

hz) = e~ 1/ s%x>0
0 siz <0

es de clase C*° en R. En efecto, una simple induccién prueba que las derivadas
de h para x > 0 son de la forma

efl/z

P(x),

:LATL

donde P(x) es un polinomio. De aqui que las derivadas sucesivas de h en 0
existen y valen todas 0. En efecto, admitiendo que existe h*)(0) = 0 (para
k > 0) la derivada h*+1)(0) se obtiene por un limite cuando Az — 0 que por la
izquierda es claramente 0 y por la derecha es de la forma

e—l/Am

im —— P(A
Aaxcl—>1’nO+ Azn ( JZ),
de modo que el primer factor tiende a 0 por (3.5) y el segundo estd acotado en
un entorno de 0. Por lo tanto existe 2¥+1)(0) = 0.

En particular, la funcién h(2?) es de clase C°°, sus derivadas son todas nulas
en 0 pero es no nula en todo punto distinto de 0. Tenemos asi un ejemplo de
funcién de clase C™ cuya serie de Taylor en 0 sélo converge (a ella) en 0. =

La funcién h del ejemplo anterior permite construir una familia de funciones
que nos seran de gran utilidad més adelante:

Teorema 3.32 Dados numeros reales 0 < a < b existe una funcion f : R — R
de clase C* tal que f(x) >0 sixz € la,b[ y f(x) =0 en caso contrario.

DEMOSTRACION: En efecto, la funcién hy(z) = h(z — a) se anula sélo en
los puntos z < a y la funcién ha(b — z) se anula sélo en los puntos z > b. Su
producto se anula sélo en los puntos exteriores al intervalo x € ]a, b]. "

Definicién 3.33 Llamaremos funcion logaritmica a la inversa de la funcién
exponencial, log : 10, +oco[ — R.

He aqui las gréaficas de las funciones exponencial y logaritmica.
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4 e’

log x

El teorema de la funcién inversa nos da que y = logz es derivable, y su
derivada es ¢y’ =1/(e¥) =1/e¥ =1/x.

De las propiedades de la funcién exponencial se deducen inmediatamente las
de la funcién logaritmica. Obviamente es una funcién estrictamente creciente,
ademads verifica la ecuacién funcional log(zy) = logx 4 logy. También es claro
que logl =0, loge=1y

lim logx = 400, limloga = —oc.
r—~+00 z—0

Veamos cémo puede calcularse en la practica un logaritmo. Es decir, vamos
a calcular el desarrollo de Taylor de la funcién log. Obviamente no hay un
desarrollo en serie sobre todo ]0,4+o00[. Si desarrollamos alrededor del 1 a lo
sumo podemos obtener una serie convergente en |0, 2[.

Como las series de potencias centradas en 0 son mads ficiles de manejar,
vamos a desarrollar en 0 la funcién log(1 + ). Sus derivadas son

A4z —(1+2)7220+2)73%,-2-304+2)7%, ...

y en general, la derivada n-sima es (—1)"*(n — 1)!(1 + 2)~". Puesto que
log(1+0) = 0, la serie de Taylor queda:

n=1
Como
1 1
o YD e
n 1/n n n+1

el radio de convergencia es 1 (como era de esperar), luego la serie converge en
]—1,1[. De hecho en x = —1 obtenemos una serie divergente, pero en = = 1

S} n

queda (7713 , que es convergente luego, con exactitud, la serie converge en
n=1

el intervalo ]—1,1].



3.7. La funcién exponencial 131

Seguin hemos visto en la seccién anterior, la funcién definida por la serie es
derivable, y su derivada se obtiene derivando cada monomio, es decir, se trata
de la serie geométrica

e} 00 1
-1 n+l_n—1 — _ n _ .
;< ) Ha ,;)( )=

Resulta, pues, que la serie de Taylor y la funcién log(1 + z) tienen la misma
derivada en ]—1,1[. Por lo tanto la diferencia entre ambas funciones es una
constante, pero como ambas toman el valor 0 en 0, se concluye que

00 _1)
log(1+z) = Z ( n> "
n=1

para todo ndmero z € ]—1,1[.

Ejercicio: Estudiando el resto de Taylor de la funcién log(1 + ), probar que

Z (=1) = log 2.
n=1 "

Para calcular el logaritmo de un nimero z > 2 podemos usar la relacién
log(1l/z) = —logx.

Ahora podemos definir a® para cualquier base a > 0. La forma més facil de
hacerlo es la siguiente:

Definicién 3.34 Sea a > 0y = € R. Definimos a® = e*1°82,

Notar que, como loge = 1, en el caso a = e la exponencial que acabamos
de definir coincide con la que ya tenfamos definida. Sin embargo la funcién
e” se diferencia de las otras exponenciales en que estd definida sobre todo el
plano complejo y no sélo sobre la recta real. Mas adelante interpretaremos
esta extensién compleja. Las funciones exponenciales verifican las propiedades
siguientes:

az+y _ e(at+y) loga _ e loga eyloga _ azay7
loga® = loge®'°8% = zloga,
(aff)y = Y loga® _ R loga _ a®y

a® =1, a'=a, a*=1/a".

Asi mismo es claro que a” coincide con la exponenciacién usual cuando x es
un ndmero entero y que sobre nimeros racionales es a?/? = ¢/aP. La funcién
y* considerada como funcién de dos variables en 0, +00[ x R es continua.

La derivada de a® es (loga)a®, la derivada de z° es

b 1
ebloga:_ _ bxb _ b.’Eb71.
x x



132 Capitulo 3. Calculo diferencial de una variable

Finalmente, puesto que la derivada de a” es siempre positiva si a > 1y
siempre negativa si a < 1, tenemos que a” es mondtona y biyecta R con el
intervalo ]0,+oo[. Por lo tanto tiene una inversa, que representaremos por
log, x v se llama logaritmo en base a de x. Las propiedades algebraicas de estos
logaritmos son las mismas que las de la funcién log y se demuestran igual. A
estas hay que anadir las siguientes, ambas elementales:

1
log, 2° = blog, z, log, = = IZi‘;:;.
En particular
log x
1 = .
08a ¥ loga

Hay una caracterizacién importante del nimero e:

Teorema 3.35 Se cumple

1 xT
e= lim (1 + —) .
xr——+00 X

DEMOSTRACION: Por definicién
1 T
<1 + E) _ emlog(lJrl/m),

luego basta probar que

1
lim xlog (1 + —) =1.
x

xr——+00

Pasamos la z al denominador como 1/x y aplicamos la regla de L’Hopital,
con lo que el limite se transforma en

, 1+1/x , 1
hm —_— = hm —_— =
z—+foo —x—2 z—+oo 1 + 1/33

Ejercicio: Probar que, para todo x € R,

ew:lfm(l—FE) .
n

n

Terminamos la seccién con una aplicacién de los logaritmos junto a técnicas
analiticas.
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Ejemplo Se define la media aritmética de n ntimeros reales z1, ..., x, como
(z1+ -+ x,)/n. Sison mayores o iguales que 0 se define su media geométrica
como {/Ti---%,. Vamos a probar que la media geométrica siempre es menor
o igual que la media geométrica. A su vez, deduciremos esto de la desigualdad
logt <t —1, valida para todo ¢t > 0.

Para probar esta desigualdad vemos que la derivada de f(t) =¢ —1 —logt
es 1 — 1/t, que es negativa si ¢ < 1 y positiva si ¢ > 1. Por el teorema 3.14,
f es decreciente en ]0,1] y creciente en [1,4+o00[. Puesto que f(1) = 0, es claro
entonces que f(t) > 0 para todo t > 0.

Respecto a la desigualdad entre las medias, si uno de los niimeros es nulo la
media geométrica es nula y el resultado es obvio. Supongamos que son todos
no nulos y sea ¢ = 1 - - - z,,. Entonces

T

Y

Li

Yz’

—1>log

luego sumando obtenemos

n

>

con lo que

3.8 Las funciones trigonométricas

En geometria se definen varias funciones de interés, entre las que destacan
las funciones seno y coseno. Si llamamos R a la medida de un angulo recto,
entonces la funcién senx estd definida sobre R y tiene periodo 4R, es decir,
sen(x + 4R) = senx para todo x € R. As{ definido, el valor de R es arbitrario,
pues podemos tomar cualquier nimero real como medida de un angulo recto.
Si queremos que existan dngulos unitarios deberemos exigir que R > 1/4. Por
ejemplo, si tomamos como unidad de angulo el grado sexagesimal, entonces
R = 90. Supongamos que las funciones seno y coseno son derivables asi como
sus propiedades algebraicas y vamos a calcular su serie de Taylor. Con ello
obtendremos una definicién analitica alternativa.

En primer lugar, como el coseno tiene un méximo en 0, ha de ser cos’ 0 = 0.
En cualquier otro punto tenemos

, . cos(x+h)—cosz , coszcosh —senxsenh — cosx
cos’z = lim = lim
h—0 h h—0 h
. cosh—1 . senh
= cosz lim ——— —senx lim
h—0 h h—0 h

= cosxzcos’ 0 —senxsen 0 = —senxsen’ 0.
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Si llamamos k = sen’ 0 concluimos que cos’z = —ksenz, y similarmente
llegamos a que sen’ z = k cos .

Del mismo modo que hicimos con la exponencial, podemos normalizar las
funciones seno y coseno cambidndolas por sen(x/k) y cos(z/k). Geométricamen-
te esto significa fijar una unidad de dngulos. Entonces tenemos sen’ z = cosz y
cos’ v = —senzx.

Vemos entonces que las funciones seno y coseno son infinitamente derivables,
y sus derivadas estdn uniformemente acotadas por 1, luego las series de Taylor
deben converger en R a las funciones respectivas. Puesto que sen0 = 0 y
cos 0 = 1, las series han de ser las que consideramos en la definicién siguiente:

Definiciéon 3.36 Llamaremos seno y coseno a las funciones definidas por las
series de potencias

> n 0 n

sen z = Z ﬁzhﬂ, cosz = Z %z%.

n=0 n=0

No es dificil probar directamente la convergencia de estas series sobre todo el

plano complejo. El teorema siguiente muestra una sorprendente conexién entre

las funciones trigonométricas asi definidas y la funcién exponencial. Observar

que la prueba contiene otra demostracion alternativa de la convergencia de estas
series.

Teorema 3.37 Para todo z € C se cumple
senz = ———,  cosz =
DEMOSTRACION:

e® + et B nX::O Mt ngo(_i)n% _ i i" 4 (=)™ 2"
2 B 2 B — 2 n!’

Ahora bien, la sucesion (i"+(—i)™)/2 es simplemente 1,0, —1,0,1,0,—1,0.. .,
luego queda la serie del coseno. Similarmente se razona con el seno. L]

Derivando término a término las series de Taylor se concluye facilmente que
sen’ x = cosxz, cos' x = —senx.
Las férmulas siguientes son todas consecuencias sencillas del teorema ante-

rior:
2

senz+4cos?z =1
sen(x +y) = senzcosy+ cosxseny,
cos(x +y) = cCosSxCOsSy — senTseny,

e’ = cosz+isenz,
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La primera férmula implica que si € R entonces —1 < senz, cosz < 1. De
la dltima se sigue que para todo x, y € R se cumple

e"TW = % (cosy + iseny),

con lo que tenemos descrita la exponencial compleja en términos de la exponen-
cial real y de las funciones seno y coseno reales.

El hecho de que sen’ 0 = cos 0 = 1 equivale a

senx

lim

x—0 x

=1

)

que es otra propiedad del seno que conviene recordar.

Vamos a probar ahora la periodicidad de las funciones trigonométricas reales.
El punto mas delicado es demostrar que cos = se anula en algtin x # 0. Para ello
probaremos que el coseno es menor o igual que los cuatro primeros términos de
su serie de Taylor:

2 $4

<l——+4+ —
cos T 2—1—24

Esto equivale a probar que 1 —22/2 4 2%/24 — cosx > 0 para = > 0. Puesto
que esta funcién vale 0 en 0, basta probar que su derivada es positiva. Dicha
derivada es sen x —x+2° /6. Esta funcién vale también 0 en 0, luego para probar
que es positiva (para x > 0) basta ver que su derivada lo es. Dicha derivada es
cosx — 1 +x2/2. Por el mismo argumento derivamos una vez mas y obtenemos
x —senx. Al derivar una vez mas llegamos a 1 — cosz, que sabemos que es
positiva.

Vemos que la gréfica del polinomio de Taylor de 4
grado 4 en 0 de cosz toma valores negativos. De
hecho un simple célculo nos da que en v/3 toma el :

valor —1/8, luego cosv/3 < —1/8. Como cos0 = 1,
por continuidad existe un punto 0 < z < /3 tal que
cosxz = 0.

Sea A ={zx > 0| cosz =0}. El conjunto A es la e
antiimagen de {0} por la aplicacién coseno restringida
a [0, +oo[. Como {0} es cerrado y cos es continua, A PN
es un cerrado. El infimo de un conjunto estd en su a
clausura, luego FF = infA € A y asi cos F = 0. Es obvio que F' > 0, y como
cos0 # 0, ha de ser 0 < F < /3.

Es costumbre llamar 7 = 2F. Asi, se cumple 0 < 7 < 2v/3, cos(7/2) =
pero cosz > 0 en el intervalo [0, 7/2].

Ahora, como el coseno es la derivada del seno, resulta que sen x es estricta-
mente creciente en el intervalo [0,7/2]. Como sen0 = 0, resulta que senz > 0
en [0,7/2]. Concretamente, sen(m/2) es un niimero positivo que cumple

sen’(7/2) + cos?(m/2) = sen?(/2) +0 =1,

luego sen(n/2) = 1.
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Ademsds, cos’z = —senz < 0 en [0,7/2], luego el coseno es estrictamente
decreciente en [0, 7/2]. En resumen, tenemos demostrado lo que refleja la gréifica
siguiente:

-0.5 0.5 1 1.5 2

Incidentalmente hemos probado una desigualdad que a veces es de interés:
si > 0 entonces senx < x. Més en general, |senz| < |z|.

El comportamiento de las funciones seno y coseno fuera del intervalo [0, 7/2]
se deduce de las relaciones trigonométricas que ya hemos probado. Por ejemplo,
expresando m = m/2 + 7/2 obtenemos senw = 0, cosm = —1, y a su vez de aqu{
sen 2w = 0, cos 2w = 1. Ahora

sen(x + 27) = senzx, cos(x + 2m) = cosz,

lo que prueba que ambas funciones son periddicas y basta estudiarlas en el
intervalo [0,27]. Dejamos a cargo del lector completar la descripcién de estas
funciones. A partir de lo que ya hemos probado es facil obtener todos los
resultados que se demuestran en geometria. Nos limitaremos a mostrar sus
graficas en [0, 27]:

El teorema siguiente se demuestra de forma maés natural en geometria, pero
vamos a probarlo para tener una construccién completamente analitica de las
funciones trigonométricas:

Teorema 3.38 Seaz € C, z # 0 y sea a € R. Entonces existe un inico nimero
real 0 € [a,a + 27] tal que z = |z|e? = |z|(cos + isen®).

DEMOSTRACION: Sea z/|z| = z + iy. Entonces 2% + y? = 1. Distinguimos
cuatro casos: segun el signo de x e y. Todos son anélogos, asi que supondremos
por ejemplo x < 0, y > 0. Mas concretamente tenemos —1 < z < 0. En el
intervalo [, 37/2] se cumple cosm = —1, cos3m/2 = 0, luego por continuidad
existe un nimero ¢ € [r,37/2] tal que cos¢ = x. Entonces 1 = 2?2 + y? =
cos? ¢ + sen? ¢, por lo que y? = sen? ¢ y, como ambos son negativos, ha de ser
y =sen ¢. Asf pues, z = |z|(cos ¢ + isen @) = |z|e?®.

Existe un ndmero entero p tal que § = 2pm + ¢ € [a,a + 27[. Entonces,
teniendo en cuenta que €?™ = 1, resulta que z = |z|e/®e?P™ = |z|ei?.
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La unicidad se debe a que si |z|e?? = |z|e?®2, entonces ¢(?17%2) = 1, luego

cos(f; —62) =1y sen(d; —03) = 0, ahora bien, cosz = 1y senxz = 0 sélo ocurre
en = 0 en el intervalo [0, 27[, luego sélo ocurre en los nimeros reales de la
forma 2k7, con k € Z. Asi pues 01 — 0 = 2kw, y si ambos estan en el intervalo
[a,a + 27|, ha de ser 6, = 65. "

Un argumento de un ntimero complejo z # 0 es un numero real 6 tal que
z = |z|e’”. Hemos probado que cada nimero complejo no nulo tiene un tinico
argumento en cada intervalo [a,a + 27[. En particular en el intervalo [0, 27].

Recordemos que para conseguir que la derivada
del seno fuera el coseno hemos tenido que fijar una
medida de angulos concreta. El dangulo de medida 1
respecto a esta unidad, es decir, el angulo que forman
los vectores (1,0) y (cos 1,sen 1), recibe el nombre de
radidn' La figura muestra un radidn.

Las funciones seno y coseno nos permiten mostrar
algunos ejemplos de interés sobre derivabilidad.

Ejemplo La funcién f: R — R dada por

z2sent sixz #0
f(m)_{o siz=0

es derivable en R. El tinico punto donde esto no es evidente es x = 0, pero

1
/ ,
0) = lim hsen — = 0.
Para probar esto observamos en general que el producto de una funcién
acotada por otra qu